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3. Berichterstatter: Prof. Dr. M. Thies



Zusammenfassung

In der vorliegenden Dissertation untersuchen wir im Rahmen des funktionalen Schrödinger-
bilds die Vakuumstruktur der Yang-Mills-Theorie in der Coulombeichung und diskutieren ins-
besondere das von Gribov formulierte Szenario zum Farbeinschluß (confinement) der Quarks.
Dieses Phänomen ist ohne Zweifel eine der bedeutendsten Eigenschaften stark gekoppelter
Eichsysteme und erfordert eine nicht-perturbative Behandlung des Niederenergiesektors der
Quantenchromodynamik (QCD). Unter den vielen Vorschlägen zur Erforschung der für den
Farbeinschluß verantwortlichen Mechanismen stellt das Gribov-Szenario einen interessanten
Ausgangspunkt dar. Dieser Formalismus basiert auf der QCD in der Coulombeichung und
erlaubt einen direkten Zugang zum nicht-abelschen Coulombpotential, welches die Wechsel-
wirkung zwischen zwei statischen Quarks beschreibt.

Nach einer kurzen Einführung behandeln wir zunächst die für die Arbeit relevanten
Grundlagen. Dazu erläutern wir den Aufbau der Yang-Mills-Theorien, deren kanonische
Quantisierung in der Weyleichung und das funktionale Schrödingerbild. Die Diskussion der
minimalen Coulombeichung und des Gribov-Problems bilden dann die Ausgangsbasis für die
anschließende Eichfixierung der Coulombeichung mit der Faddeev-Popov-Methode und die
Auflösung des Gaußschen Gesetzes.

Im dritten Kapitel lösen wir die funktionale Yang-Mills-Schrödingergleichung in der
Coulombeichung für den Vakuumzustand mit Hilfe eines Variationsprinzips. Dazu ver-
wenden wir für das Vakuumwellenfunktional einen physikalisch motivierten Ansatz, wel-
cher am Gribov-Horizont divergent ist. Die Minimierung der bis zur zweiten Schleifenord-
nung berechneten Vakuumenergie führt auf ein gekoppeltes System nichtlinearer Schwinger-
Dyson-Integralgleichungen für die Gluonenergie, den Geist- und Coulombformfaktor und die
Krümmung im Konfigurationsraum. Sowohl eine analytische Untersuchung als auch die vol-
le numerische Lösung dieser Integralgleichungen zeigen im infraroten Sektor eine divergente
Gluonenergie. Dieses Ergebnis deutet auf die Abwesenheit freier Gluonen bei kleinen Ener-
gien im physikalischen Spektrum und damit auf den Farbeinschluß der Gluonen hin. Der
Geistformfaktor zeigt im infraroten Grenzfall ebenfalls ein divergentes Verhalten und erzeugt
daher ein für große Abstände linear ansteigendes statisches Quarkpotential. Wir finden dieses
physikalische Verhalten, also den Farbeinschluß der Gluonen und Quarks, sowohl in D = 2+1
als auch in D = 3 + 1 Dimensionen. Unsere Untersuchungen zeigen, daß die vollständige Im-
plementierung der Krümmung des Konfigurationsraumes, welche durch den Faddeev-Popov-
Operator zum Ausdruck kommt, von zentraler Bedeutung für die Eigenschaften des Farbein-
schlusses ist. Eine Vernachlässigung dieser Krümmung in D = 3 + 1 Dimensionen führt zu
einem völlig anderen Infrarotverhalten und insbesondere zum Verlust des Farbeinschlusses
der Gluonen und Quarks. Im Vergleich dazu hat die Vernachlässigung der Krümmung in der
D = 2 + 1 dimensionalen Yang-Mills-Theorie noch weitreichendere Konsequenzen – denn oh-
ne die Krümmung im Konfigurationsraum existiert keine konsistente Lösung des gekoppelten
Schwinger-Dyson-Integralgleichungssystems.

Im vierten Kapitel untersuchen wir mit einem verallgemeinerten Variationsansatz für das
Vakuum den Einfluß unterschiedlicher Wahrscheinlichkeitsverteilungen am Gribov-Horizont
auf die nicht-perturbativen Eigenschaften der Yang-Mills-Theorie und damit insbesondere
auf den Farbeinschluß. Dieser verallgemeinerte Ansatz enthält eine beliebige Potenz der
Faddeev-Popov-Determinante und beinhaltet dadurch höchst unterschiedliche Wahrschein-
lichkeitsamplituden für die Feldkonfigurationen am Gribov-Horizont. Eine gründliche Unter-



suchung mit diesem Ansatz zeigt, daß die Variationslösung der stationären Schrödingerglei-
chung innerhalb des Zweischleifenniveaus in der Vakuumenergie unabhängig von der Potenz
der Faddeev-Popov-Determinante ist. Damit verändern sich insbesondere im infraroten Be-
reich weder der Gluon- noch der Geistpropagator, welcher den linearen Anstieg im nicht-
abelschen Coulombpotential verursacht. Die durchgeführte Variationsbehandlung führt auf
ein eindeutiges Infrarotverhalten des Vakuumwellenfunktionals und daher auf eine eindeutige
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Feldkonfigurationen am Gribov-Horizont. In diesem infra-
roten Grenzfall wird das Vakuumwellenfunktional unabhängig vom Eichfeld und beschreibt
daher ein stochastisches Vakuum, in welchem die Farbfreiheitsgrade nicht über große Ent-
fernungen propagieren können. Diese Form des Wellenfunktionals im Infraroten stimmt mit
dem exakten Wellenfunktional in D = 1 + 1 Dimensionen überein.
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B.3 Gekoppelter Löser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135



Kapitel 1

Einleitung

Eine zentrale Zielsetzung der modernen Physik besteht in der Beschreibung der fundamenta-
len Teilchen und deren Wechselwirkungen innerhalb einer einheitlichen Theorie. Insbesondere
durch die Formulierung der Quantentheorie und der Relativitätstheorie im letzten Jahrhun-
dert wurden in dieser Richtung große Fortschritte erzielt, welche unsere Vorstellungen über
die Natur drastisch verändert haben. Obwohl zum gegenwärtigen Zeitpunkt noch keine ein-
heitliche Theorie gefunden ist, beschreibt doch das Standardmodell durch die gute Überein-
stimmung mit den vorhandenen experimentellen Daten in beeindruckender Genauigkeit die
physikalischen Vorgänge auf atomarer und subatomarer Ebene.

In diesem Zusammenhang bilden die Quantenfeldtheorien den mathematischen Rahmen
für eine moderne Beschreibung der Natur, da sie insbesondere die Vereinigung dreier funda-
mentaler Konzepte der Physik beinhalten: Die Quantentheorie, das Feldkonzept und das Prin-
zip der Relativität. Die beiden Quantenfeldtheorien innerhalb des Standardmodells der Ele-
mentarteilchenphysik sind einerseits das Glashow-Salam-Weinberg-Modell der elektroschwa-
chen Wechselwirkung, welches die Vereinigung der elektromagnetischen und schwachen Wech-
selwirkung beschreibt, und andererseits die Quantenchromodynamik (QCD) als Theorie der
starken Wechselwirkung. Zwei sehr wichtige Schritte zur Formulierung dieser beiden Theorien
waren zum einen die Entdeckung des Eichprinzips durch Yang und Mills [1] im Jahr 1954 und
zum anderen der 1972 von ’t Hooft erbrachte Beweis, daß die auf diesem Prinzip basierenden
Quantenfeldtheorien, also die Eichtheorien, renormierbar sind [2].

Die Quantenchromodynamik als nicht-abelsche SU(3)-Eichtheorie beschreibt die starke
Wechselwirkung der fundamentalen Fermionen (Quarks) durch den Austausch von SU(3)-
Eichbosonen, den Gluonen, welche ihrerseits adjungierte Farbladungen tragen und im Ge-
gensatz zur Quantenelektrodynamik aufgrund der nicht-abelschen Eichgruppe auch unter-
einander wechselwirken. Diese Yang-Mills-Theorie beinhaltet das Phänomen der

”
asympto-

tischen Freiheit“ [3], also die Eigenschaft, daß für große Impulse bzw. kleine Abstände die
Quark-Gluon-Kopplung klein wird.1 Dieses Verhalten ermöglicht insbesondere die Anwen-
dung der Störungstheorie im Hochenergiesektor der QCD, dem sogenannten ultravioletten
Bereich (UV). Die gute Übereinstimmung der auf der Störungstheorie basierenden Aussagen
im Hochenergiebereich mit den experimentellen Daten begründet die Glaubwürdigkeit der
QCD als Theorie der starken Wechselwirkung. Im Gegensatz dazu steigt die Kopplungskon-
stante für kleiner werdende Energien stark an und führt somit schließlich zum Versagen der

1Dies ist im Fall der SU(3)-Eichtheorie erfüllt, solange nicht mehr als 16 verschiedene Farben der Quarks
auftreten.
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10

Störungstheorie. Die Untersuchung der physikalischen Phänomene im Niederenergiesektor
der QCD, dem infraroten Bereich (IR), erfordert daher die Anwendung nicht-perturbativer
Methoden.

Eine der bedeutendsten Eigenschaften im Infrarotsektor der QCD ist ohne Zweifel der
Farbeinschluß (confinement) der Quarks und Gluonen, also die Tatsache, daß wir in der Na-
tur stets farbneutrale Objekte, wie etwa Mesonen und Baryonen, beobachten und niemals
freie Teilchen mit nicht verschwindendem Farbfreiheitsgrad vorfinden. Obwohl komplexe nu-
merische Berechnungen wenig Zweifel aufkommen lassen, daß dieser Effekt Bestandteil der
nicht-perturbativen QCD ist, steht letztlich bis heute eine analytische Erklärung dieser Eigen-
schaft aus. Daher zählt die Untersuchung des Niederenergiesektors der QCD und insbesondere
der Mechanismen, welche zum Farbeinschluß führen, zu den anspruchsvollsten Problemstel-
lungen innerhalb der Quantenfeldtheorie.

Im allgemeinen erfolgt die Behandlung einer Quantenfeldtheorie, wie etwa der Yang-
Mills-Theorie, mit dem Formalismus der Funktionalintegrale, welcher einerseits auf eine mit
Feynman-Diagrammen darstellbare, perturbative Entwicklung führt und andererseits als Aus-
gangspunkt für numerische Gitterberechnungen dient [4]. Da diese Gittermethoden vor allem
eine nicht-perturbative Behandlung der Quantenfeldtheorie ermöglichen, führte die Anwen-
dung der Gitterberechnungen zu bedeutenden Einblicken in die Struktur des Yang-Mills-
Vakuums. Dabei konnten in den letzten Jahrzehnten zwei unterschiedliche Vorstellungen zum
Farbeinschluß bestätigt werden: Zum einen der duale Meißnereffekt, welcher auf der Konden-
sation magnetischer Monopole basiert [5], und zum anderen das Bild der Wirbelkondensation
[6, 7]. In beiden Modellvorstellungen wird das Funktionalintegral der Yang-Mills-Theorie im
infraroten Sektor durch topologische Feldkonfigurationen dominiert (magnetische Monopole
[8] bzw. Zentrumswirbel [9]), welche letztlich den Farbeinschluß der Quarks bewirken. Neben
diesen erfolgreichen Beschreibungen wurde zunächst von Gribov [10] und später von Zwanzi-
ger [11] ein weiterer Mechanismus zum Farbeinschluß vorgeschlagen, welcher auf der infraro-
ten Dominanz der Feldkonfigurationen am Gribov-Horizont in Coulombeichung basiert und
daher insbesondere mit den Vorstellungen der magnetischen Monopole und der Zentrums-
wirbel sehr gut übereinstimmt, da auch diese Feldkonfigurationen auf dem Gribov-Horizont
liegen [12].

Trotz des großen Erfolgs der Gitterberechnungen bei der Erforschung der starken Wech-
selwirkung [13] benötigen wir für ein umfassendes Verständnis der Yang-Mills-Theorie neben
diesen Gitterverfahren zusätzlich analytische Methoden. In dieser Hinsicht stellt der Funktio-
nalintegralformalismus, welcher ohne Zweifel für semi-klassische und topologische Betrach-
tungen [14] sehr erfolgreich ist, für die analytische Untersuchung des nicht-perturbativen
Yang-Mills-Vakuums möglicherweise nicht den besten Ausgangspunkt dar. Zum Beispiel ist
die Berechnung des Elektronspektrums des Wasserstoffatoms mit der Methode der Pfadinte-
grale deutlich komplizierter [15] als die alternative Behandlung mit der Schrödingergleichung.
Aufgrund dessen könnte die Anwendung der entsprechenden funktionalen Schrödingerglei-
chung auf den Niederenergiesektor der Yang-Mills-Theorie ebenfalls Vorteile gegenüber den
Funktionalintegralmethoden bieten.

Die Formulierung der funktionalen Yang-Mills-Schrödingergleichung basiert auf der ka-
nonischen Quantisierung in der Weyleichung A0 = 0 [16], wobei das Gaußsche Gesetz als
Zwangsbedingung für die physikalischen Wellenfunktionale die Eichinvarianz dieser Zustände
garantiert. Die Implementierung des Gaußschen Gesetzes ist dabei von entscheidender Bedeu-
tung, da eine Verletzung dieser Zwangsbedingung im Laufe der Zeitentwicklung unphysikali-
sche Farbladungen erzeugt, welche die tatsächlichen Farbladungen abschirmen und damit den
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Farbeinschluß zerstören. Es gibt mehrere Möglichkeiten, die explizite Auflösung des Gauß-
schen Gesetzes durch eine Transformation auf eine reduzierte Anzahl von Feldvariablen, wel-
che an keine Zwangsbedingung mehr gebunden sind, vorzunehmen. Dies kann einerseits durch
die Wahl von eichinvarianten Variablen [17] oder andererseits durch die vollständige Fixie-
rung der Eichung, beispielsweise der Coulombeichung [18], erreicht werden. Eine alternative
Behandlung besteht in der Projektion des Yang-Mills-Wellenfunktionals auf eichinvariante
Zustände, welche von vornherein das Gaußsche Gesetz erfüllen [19].

In der vorliegenden Arbeit lösen wir unter Verwendung eines Variationsprinzips die sta-
tionäre Yang-Mills-Schrödingergleichung in Coulombeichung für den Vakuumzustand. Solche
auf dem Variationsprinzip basierenden Berechnungen wurden unter Verwendung eines Gauß-
schen Ansatzes bereits untersucht, wobei allerdings die Krümmung im Konfigurationsraum,
repräsentiert durch die Faddeev-Popov-Determinante, komplett [20] bzw. teilweise [21] ver-
nachlässigt wurde. Im Gegensatz dazu enthalten die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführ-
ten Variationsberechnungen zum Yang-Mills-Vakuum die vollständige Implementierung der
Krümmung im Konfigurationsraum und zeigen vor allen Dingen, daß im Hinblick auf die
nicht-perturbativen Eigenschaften – und damit insbesondere für den Farbeinschluß – die Ef-
fekte der Krümmung von zentraler Bedeutung sind.



12



Kapitel 2

Yang-Mills-Theorien in

Coulombeichung

In diesem Kapitel behandeln wir die für die vorliegende Arbeit relevanten Grundlagen zu den
Yang-Mills-Theorien in der Coulombeichung. Dazu erläutern wir zunächst im Abschnitt 2.1
den Aufbau der Yang-Mills-Theorien unter Verwendung des Prinzips der lokalen Eichinva-
rianz und diskutieren anschließend im Abschnitt 2.2 deren kanonische Quantisierung in der
Weyleichung. Basierend auf dieser Formulierung behandeln wir dann im Abschnitt 2.3 das
funktionale Schrödingerbild einer Quantenfeldtheorie. Die Diskussion der minimalen Cou-
lombeichung und des Gribov-Problems im Abschnitt 2.4 bilden die Ausgangsbasis für die
anschließende Eichfixierung der Coulombeichung mit der Faddeev-Popov-Methode und die
Auflösung des Gaußschen Gesetzes im Abschnitt 2.5. Alternativ zu den in 2.5 dargestell-
ten Ableitungen führen wir dann im Abschnitt 2.6 die Eichfixierung und die Auflösung des
Gaußschen Gesetzes durch eine explizite Elimination der redundanten Freiheitsgrade durch.

2.1 Yang-Mills-Theorien

Die nicht-abelschen Eichtheorien sind für die fundamentale Beschreibung der physikalischen
Vorgänge in der Natur von zentraler Bedeutung. Beispielweise beschreibt die Quantenchro-
modynamik (QCD) als SU(3)-Eichtheorie die Farbwechselwirkung zwischen den Quarks und
Gluonen und ist damit in der Lage, den Aufbau der Hadronen zu erklären.

Die Formulierung der Yang-Mills-Theorien [22, 23, 24, 25] basiert auf der nicht-abelschen
Verallgemeinerung der Quantenelektrodynamik (QED), welche unmittelbar aus der Forde-
rung nach lokaler U(1)-Eichinvarianz resultiert. Ausgangspunkt für diese nicht-abelsche Ver-
allgemeinerung bildet ein Materiefeld1

ψa(x) (2.1)

mit einem internen Freiheitsgrad a = 1, . . . , NC , welcher allgemein als Farbe bezeichnet wird.
Als Verallgemeinerung der lokalen U(1)-Eichinvarianz2 der QED betrachten wir bezüglich
der Farbfreiheitsgrade des Materiefeldes ψa die Transformation

ψa(x) −→
(
ψU
)a

(x) = Uab(x)ψb(x), (2.2)

1Dieses Materiefeld ψa repräsentiert üblicherweise ein Spinorfeld.
2Die U(1)-Eichtransformation der QED ist durch U(x) = eiα(x) mit einer skalaren Funktion α(x) gegeben.
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14 2.1. YANG-MILLS-THEORIEN

wobei U ein Element einer kompakten Lie-Gruppe G darstellt.3 Die Elemente U aus der
kompakten Lie-Gruppe G können in der Form

U = eit
aφa

(2.3)

geschrieben werden.4 Dabei bezeichnen ta die hermiteschen Generatoren der Lie-Gruppe G
und φa die reellen Parameter der Transformation. Die Generatoren ta der Lie-Gruppe erfüllen
die Kommutatoralgebra

[ta, tb] = ifabctc (2.4)

mit den total antisymmetrischen Strukturkonstanten fabc und sind auf

tr
(

tatb
)

=
1

2
δab (2.5)

normiert. Die hier definierte Transformation (2.2) beschreibt die Abbildung des Spinors ψ an
jedem einzelnen Raum-Zeit-Punkt x durch ein völlig beliebiges Element U der Lie-Gruppe G
und ist somit lokal. Damit besteht die Transformation (2.2) aus einer völlig beliebigen Ab-
bildung5

U : M −→ G, x −→ U(x) (2.6)

der Raumzeit M in die Lie-Gruppe G. Die Grundlage für die Formulierung und Konstruktion
der Yang-Mills-Theorien bildet das Prinzip der lokalen Eichinvarianz. Dieses Prinzip verlangt

die Invarianz der wechselwirkenden Theorie unter der Anwendung lokaler Eichtransforma-

tionen (2.2). Daher muß insbesondere die Lagrangedichte der Theorie die Eichinvarianz als
Symmetrie enthalten. Während der Massenterm mΨ̄Ψ der Lagrangedichte für Spinoren auch
unter den lokalen Eichtransformationen (2.2) invariant bleibt, ist dies für den kinetischen
Term iΨ̄∂/Ψ nicht mehr der Fall

iΨ̄∂/Ψ −→ iΨ̄U∂/ΨU = iΨ̄
[

∂/− U(∂/U †)
]

Ψ. (2.7)

Um diesen kinetischen Term in eine eichinvariante Form zu bringen, müssen wir ein Hilfsfeld
Aµ = Aa

µt
a einführen, welches den inhomogenen Term U(∂/U †) in (2.7) kompensiert. Da dieser

Term U(∂/U †) ein Element der Lie-Algebra ist, muß das Eichfeld Aµ ebenfalls Bestandteil der
Lie-Algebra sein. Unter der Verwendung dieses Eichfeldes Aµ kann die Ableitung ∂µ zu einer
kovarianten Ableitung

Dµ = ∂µ C − igAµ (2.8)

in der fundamentalen Darstellung erweitert werden. Hierin bezeichnet C die Einheitsmatrix
im Farbraum und g die Kopplungskonstante. Damit nun der obige kinetische Term mit dieser
kovarianten Ableitung eichinvariant ist, muß die kovariante Ableitung Dµ unter Eichtrans-
formationen U das folgende Verhalten aufweisen

Dµ −→ DU
µ = UDµU

†. (2.9)

3Üblicherweise wird gefordert, daß die Norm von ψ, also ψ†ψ, invariant bleibt unter der Transformation
(2.2). Aufgrund dessen ist U unitär und damit ein Element der Lie-Gruppe U(NC).

4Strenggenommen gilt dies nur für die Elemente aus der Komponente der EinheitG0 ⊆ G der Lie-GruppeG.
5Gegebenenfalls sind noch Randbedingungen, wie etwa U(x) = U0 für x ∈ ∂M , zu implementieren (siehe

auch [16]).
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Diese Transformationseigenschaft von Dµ wird insbesondere dann gewährleistet, wenn sich
das Eichfeld in folgender Weise transformiert

Aµ −→ (AU )µ = UAµU
† +

i

g
U(∂µU

†) (2.10)

und somit den inhomogenen Term U(∂/µU
†) in (2.7) kompensiert. Falls die Winkel φa der

Eichtransformation (2.3) infinitesimal klein sind, kann die Transformation des Eichfeldes Aµ

in der Form

Aa
µ −→ (AU )a

µ = Aa
µ +

1

g
(∂µδ

ac + gfabcAb
µ)φc (2.11)

dargestellt werden. In der oben eingeführten kovarianten Ableitung ist das Eichfeld Aa
µ mit

den Generatoren ta der fundamentalen Darstellung der Lie-Gruppe G verknüpft. Die kova-
riante Ableitung in der adjungierten Darstellung, welche insbesondere für die Berechnungen
in der hier vorliegenden Arbeit häufig benutzt wird, ist durch

D̂ab
µ = ∂µδ

ab + gfacbAc
µ (2.12)

definiert. Unter Verwendung dieser kovarianten Ableitung in der adjungierten Darstellung
kann die infinitesimale Eichtransformation (2.11) des Eichfeldes A in der Form

Aa
µ −→ (AU )a

µ = Aa
µ +

1

g
D̂ab

µ φ
b (2.13)

geschrieben werden. Das durch die kovariante Ableitung (2.8) eingeführte Hilfsfeld Aµ ist im
Moment noch statisch und trägt somit keine Freiheitsgrade. Um dieses Feld Aµ zu einer dyna-
mischen Feldvariablen auszubauen, benötigen wir in der Lagrangedichte einen Term, welcher
zum einen eichinvariant ist und zum anderen quadratische Ableitungen von Aµ enthält. Zu
diesem Zweck führen wir die nicht-abelsche Verallgemeinerung der Feldstärketensors

Fµν =
i

g
[Dµ, Dν ] (2.14)

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcAb

µA
c
ν (2.15)

ein. Aufgrund der Relation (2.9) transformiert sich der so definierte Feldstärketensor unter
Eichtransformationen U

Fµν −→ (FU )µν = UFµνU
† (2.16)

in derselben Weise wie die kovariante Ableitung Dµ. Unter Verwendung von Fµν läßt sich
sofort eine Lagrangedichte LYM konstruieren

LYM = −1

2
tr (FµνF

µν) = −1

4
F a

µνF
aµν , (2.17)

welche eichinvariant ist und quadratische Ableitungen des Eichfeldes Aµ enthält. Die Wirkung
der reinen Yang-Mills-Theorie hat damit die Form

WYM = −1

4

∫

d4xF a
µνF

aµν (2.18)
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und repräsentiert den Teil der Wirkung, welcher lediglich das Eichfeld A enthält. Die Mini-
mierung der Wirkung (2.18) gemäß dem Hamiltonschen Prinzip führt auf die Euler-Lagrange-
Gleichungen. Diese klassischen Bewegungsgleichungen besitzen für die hier zugrundeliegende
Lagrangedichte (2.17) die Form

D̂ab
µ F

bµν = 0. (2.19)

Dabei ist die zeitliche Komponente (ν = 0) als Gaußsches Gesetz und der räumliche Anteil
als Amperesches Gesetz bekannt.

2.2 Kanonische Quantisierung

Die kanonische Quantisierung setzt die Identifikation geeigneter kanonischer Koordinaten und
Impulse voraus, auf welchen die Theorie aufgebaut werden kann. Dies beinhaltet insbeson-
dere die Definition einer Hamiltonfunktion, deren Hamiltonsche Bewegungsgleichungen mit
den klassischen Feldgleichungen (2.19) der Yang-Mills-Theorie übereinstimmen. Da die hier
vorliegende Theorie aufgrund der Eichinvarianz (2.10) redundante Freiheitsgrade enthält, ist
bei der Realisierung einer kanonischen Quantisierung – ähnlich wie bei der Elektrodynamik
– mit Schwierigkeiten zu rechnen.

Die kanonischen Koordinaten der Yang-Mills-Theorie werden durch das Eichpotential
Aa

µ(x) repräsentiert. Der zu diesen Koordinaten kanonisch konjugierte Impuls ist durch

Πa
µ(x) =

∂LYM

∂Ȧa
µ(x)

(2.20)

definiert und besitzt unter Verwendung von (2.17) die Form

Πa
0(x) = 0 (2.21)

Πa
i (x) = −F a

i0. (2.22)

Da die Lagrangedichte unabhängig von Ȧ0 ist, verschwindet der kanonische Impuls Π0 der
Koordinate A0 und behindert insbesondere die Einführung von kanonischen Vertauschungs-
relationen in der 0-Komponente. Dieses Problem können wir durch geeignete Ausnutzung der
Eichfreiheit (2.10) umgehen, indem wir für die weitere Formulierung die Weyleichung

Aa
0 = 0 (2.23)

wählen.6 Durch die Wahl dieser Eichung ist ein Teil der Eichfreiheit fixiert, und somit sind
weitere zeitabhängige Eichtransformationen nicht mehr erlaubt, da diese zu einem nicht ver-
schwindenden A0 führen können. Im Gegensatz dazu lassen zeitunabhängige Eichtransfor-
mationen U(x) die Eichbedingung A0 = 0 unberührt. Daher sind solche Transformationen
weiterhin möglich und repräsentieren somit den verbleibenden Teil der Eichfreiheit. Die Weyl-
eichung steht in engem Zusammenhang zu der Hamiltonschen Formulierung, in der die Zeit
eine besondere Rolle einnimmt.

6Die Eichtransformation, welche den Übergang in die Weyleichung beschreibt, ist explizit durch

U(x, t) = T exp

»

−ig

Z t

0

dτA0(x, τ)

–

gegeben [18]. Dabei bezeichnet T den Zeitordungsoperator.
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Die räumlichen Komponenten des Eichfeldes Ai bilden zusammen mit den konjugierten
Impulsen Πi die kanonischen Variablen der Yang-Mills-Theorie in der Weyleichung. Basierend
auf diesen Variablen erhalten wir für die Hamiltonfunktion (bzw. den Hamiltonoperator) die
Darstellung

HYM =

∫

d4xHYM =

∫

d4x
(

Πa
i (x)Ȧ

a
i (x) − LYM

)

=
1

2

∫

d4x
(

Ea
i (x)Ea

i (x) +Ba
i (x)Ba

i (x)
)

. (2.24)

Dabei bezeichnen

Ea
i (x) = −Πa

i (x) = F a
i0(x) (2.25)

Ba
i (x) =

1

2
ǫijkF

a
jk(x) (2.26)

das nicht-abelsche elektrische bzw. magnetische Feld. Innerhalb der Weyleichung (2.23) sind
wir jetzt in der Lage, die kanonische Quantisierung durch die Einführung der Kommutator-
relationen

[

Aa
i (x, t),Π

b
j(x

′, t)
]

= iδijδ
abδ(x − x′) (2.27)

[

Aa
i (x, t), A

b
j(x

′, t)
]

=
[

Πa
i (x, t),Π

b
j(x

′, t)
]

= 0. (2.28)

zu formulieren. In der klassischen Theorie stehen anstelle der Kommutatoren die Poisson-
Klammern. Wegen der in den obigen Kommutatorrelationen zugrundeliegenden Wirkung des
Impulsoperators Π können wir diesen als Funktionalableitung nach dem Eichfeld

Πa
i (x, t) =

δ

iδAa
i (x, t)

(2.29)

identifizieren. Die zeitliche Entwicklung der Koordinaten A(x, t) und Impulse Π(x, t) erfolgt
durch die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen, welche wir im folgenden untersuchen wollen.
Die Hamiltonsche Gleichung für das Eichfeld

∂tA
a
i (x) = i [H,Aa

i (x)] = −Ea
i (x) (2.30)

reproduziert die Definition (2.25) des elektrischen Feldes. Andererseits führt die Hamiltonsche
Gleichung für das elektrische Feld Ei = −Πi

∂tE
a
i (x) = i [H,Ea

i (x)] = ǫijkD̂
ab
j B

b
k(x) (2.31)

auf das Amperesche Gesetz und reproduziert somit die räumlichen Komponenten der klas-
sischen Yang-Mills-Feldgleichungen (2.19). Allerdings ist in der vorliegenden Hamiltonschen
Formulierung das Gaußsche Gesetz nicht mehr enthalten, es fehlt also die zeitliche Kompo-
nente der Feldgleichungen (2.19)

D̂ab
i E

b
i (x) = 0. (2.32)

Das Gaußsche Gesetz ergibt sich ursprünglich aus der Yang-Mills-Lagrangedichte (2.17) als
die Euler-Lagrange-Gleichung bezüglich der zeitlichen Komponente A0 des Eichfeldes. Der
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Verlust des Gaußschen Gesetzes steht damit in engem Zusammenhang mit der für die vor-
liegende Hamiltonsche Formulierung zugrundeliegenden Weyleichung, da innerhalb dieser Ei-
chung die für die Ableitung des Gaußschen Gesetzes wichtige zeitliche Feldkomponente A0 null
gesetzt ist und somit keine dynamische Feldvariable mehr darstellt. Eine einfache Einführung
des Gaußschen Gesetzes (2.32) als Operatoridentität ist leider für die kanonisch quantisierte
Theorie nicht möglich, da dies im Widerspruch zu den Kommutatorrelationen (2.27) und
(2.28) steht.7

Für die weitere Diskussion des Gaußschen Gesetzes definieren wir zunächst mit

Ga(x) =
1

g
D̂ab

i Πb
i(x) (2.33)

den Gaußschen Operator. Unter Verwendung der Kommutatoralgebra (2.27) und (2.28) läßt
sich für die Zeitentwicklung des Operators Ga(x) die Relation

∂tG
a(x) = i [H,Ga(x)] = 0 (2.34)

ableiten. Damit ist also der Gaußsche Operator Ga eine Erhaltungsgröße. Das Gaußsche
Gesetz kann jetzt in die quantisierte Hamiltonsche Theorie implementiert werden, indem
wir fordern, daß lediglich solche Zustände im Hilbertraum von physikalischer Relevanz sind,
welche unter der Wirkung des Gaußoperators verschwinden

Ga(x)|Ψ〉 = 0. (2.35)

Diese Zwangsbedingung an die Zustände definiert damit den physikalischen Sektor des Hil-
bertraumes. In diesem Zusammenhang nimmt die obige Relation (2.34) eine besondere Bedeu-
tung ein. Sie garantiert nämlich, daß ein Zustand |Ψ〉, welcher das Gaußsche Gesetz für einen
Zeitpunkt t erfüllt, es dann auch für alle anderen Zeiten t′ erfüllt. Wir werden insbesondere
im Abschnitt 2.4, aber auch in den Kapiteln 3 und 4 sehen, zu welchen weitreichenden Kon-
sequenzen die Behandlung dieser Zwangsbedingung führt. Letztlich ist das Gaußsche Gesetz
(2.35) die Ursache für die schwierige und komplizierte Behandlung der Yang-Mills-Theorie in
der kanonischen Quantisierung.

Der Gaußoperator Ga besitzt einige interessante Eigenschaften, die wir im folgenden noch
kurz diskutieren wollen. Insbesondere vertauscht er an unterschiedlichen Raumpunkten nicht
mit sich selbst

[

Ga(x, t), Gb(x′, t)
]

= −ifabcδ(x − x′)Gc(x, t) (2.36)

und erfüllt, bis auf das Vorzeichen, die Vertauschungsrelation (2.4) der Generatoren der Lie-
Gruppe G. Ferner ist der Gaußoperator ein Generator für zeitunabhängige Eichtransformatio-
nen. Die topologisch trivialen Eichtransformationen der Eichgruppe, welche aus einer stetigen

7Unter Verwendung der Kommutatorrelationen (2.27), (2.28) und dem in (2.33) definierten Gaußschen
Operator Ga(x) finden wir für den Kommutator

Z

d
3
x
′
h

G
a(x), Ab

i (x
′)

i

α
b(x′) = −

i

g
D̂

ab
i (x)αb(x),

wobei αb(x) eine völlig beliebige Funktion darstellt. Falls wir Ga = 0 als Operatoridentität einführen, müßte
allgemein D̂ab

i (x)αb(x) = 0 gelten – und dies ist mit Sicherheit nicht für jede beliebige Funktion αb(x) der
Fall.
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Transformation zur Eins entstehen, können durch das Funktional des Gaußoperators

G = exp

(

ig

∫

d3xφa(x)Ga(x)

)

(2.37)

aufgebaut werden. Dabei transformieren sich die Koordinaten Ai(x) und Impulse Πi(x) durch

GAi(x)G−1 = U(x)

(

Ai(x) +
i

g
∂i

)

U †(x) = AU
i (x) (2.38)

GΠi(x)G−1 = U(x)Πi(x)U †(x) = ΠU
i (x), (2.39)

wobei U(x) = exp(itaφa(x)) die zeitunabhängige Eichtransformation darstellt. Basierend auf
dem Transformationsverhalten der kanonischen Variablen (A,Π) läßt sich die Transformation
anderer Operatoren leicht berechnen, beispielsweise gilt für das magnetische Feld

GB[A]G−1 = B[GAG−1] = B[AU ] = BU . (2.40)

In diesem Zusammenhang ist ein Wellenfunktional Ψ[A], dessen Transformationsverhalten
unter zeitunabhängigen Eichtransformationen U(x) ebenfalls durch den Operator G beschrie-
ben wird

Ψ[AU ] = Ψ[GAG−1] = GΨ[A]G−1, (2.41)

von besonderem Interesse. Erfüllt dieses Wellenfunktional das Gaußsche Gesetz (2.35), dann
gilt GΨ[A] = Ψ[A]G und damit folgt

Ψ[AU ] = Ψ[A]. (2.42)

Das als Zwangsbedingung an die Zustände formulierte Gaußsche Gesetz (2.35) garantiert
somit die Eichinvarianz des Wellenfunktionals Ψ[A] unter der verbleibenden Eichfreiheit
bezüglich zeitunabhängiger Eichtransformationen.8 Dieser Sachverhalt begründet die zentrale
Bedeutung des Gaußschen Gesetzes, da eine Verletzung dieser Zwangsbedingung automatisch
zum Verlust der Eichinvarianz führt.

2.3 Das funktionale Schrödingerbild

2.3.1 Allgemeine Formulierung

Die übliche Behandlung einer Quantenfeldtheorie basiert auf den Vakuumserwartungswerten
zeitgeordneter Produkte von Feldoperatoren (Greensche Funktionen) und deren erzeugen-
den Funktionalen. Aus diesen Korrelationsfunktionen können dann Informationen über die
Dynamik einer Quantenfeldtheorie gewonnen werden. Im Gegensatz dazu ist das funktionale
Schrödingerbild ein alternativer Formalismus [26, 27, 28, 29], in dem ähnlich zur gewöhnlichen
Quantenmechanik die Zustände, also die Wellenfunktionale, eine zentrale Rolle einnehmen.
Sie bilden die Grundlage für die Berechnung der Erwartungswerte von physikalischen Obser-
vablen.

8Strenggenommen gilt dies lediglich für die topologisch trivialen Eichtransformationen U , welche durch
eine verschwindende Windungszahl n[U ] = 0 definiert sind.
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Im Schrödingerbild wird der abstrakte Zustand |Ψ〉 üblicherweise in der Koordinatendar-
stellung, also bezüglich des Eichpotentials A,

Ψ[A] = 〈A|Ψ〉 (2.43)

benutzt. Dabei bezeichnet |A〉 den Eigenzustand des Feldoperators9 Â zum Eigenwert A

Âa
i (x)|A〉 = Aa

i (x)|A〉, (2.44)

und demzufolge ist das Wellenfunktional Ψ[A] in der Koordinatendarstellung

Âa
i (x)Ψ[A] = Aa

i (x)Ψ[A] (2.45)

eine Eigenfunktion der Feldoperatoren Â. Alternativ zu der üblicherweise verwendeten Ko-
ordinatendarstellung Ψ[A] kann der Zustand |Ψ〉 analog zur gewöhnlichen Quantenmechanik
natürlich auch bezüglich einer anderen Basis |n〉 dargestellt werden. Ein Beispiel hierfür ist
die Impulsdarstellung Ψ[Π] = 〈Π|Ψ〉, wobei |Π〉 die Eigenzustände des Impulsoperators Π̂
sind, welcher in der Koordinatendarstellung die Form (2.29)

Π̂a
i (x) =

δ

iδAa
i (x)

(2.46)

besitzt und damit die kanonischen Vertauschungsrelationen (2.27) und (2.28) erfüllt. Während
die Feldoperatoren, also beispielsweise Â(x) und Π̂(x), zeitunabhängig sind, enthalten im
funktionalen Schrödingerbild die Zustände |Ψ〉, also die Wellenfunktionale Ψ[A, t], die kom-
plette Zeitabhängigkeit. Die Zeitentwicklung der Wellenfunktionale Ψ[A, t] wird durch die
funktionale Schrödingergleichung beschrieben, welche in der Koordinatendarstellung die Form

i∂tΨ[A, t] = H

[

Â, Π̂ =
δ

iδA

]

Ψ[A, t] (2.47)

besitzt. In der Weyleichung ist der Hamiltonoperator der Yang-Mills-Theorie bezüglich der
Koordinatendarstellung durch

HYM =
1

2

∫

d3x

[
δ

iδAa
i (x)

δ

iδAa
i (x)

+Ba
i (x)Ba

i (x)

]

(2.48)

gegeben. Die konkrete Berechnung des Erwartungswertes eines Feldoperators Ô[Â, Π̂] bezüglich
eines Zustands |Ψ〉 erfolgt im Schrödingerformalismus durch ein Funktionalintegral der Form

〈Ψ|Ô|Ψ〉 =

∫

DAΨ∗[A]Ô[Â, Π̂]Ψ[A]. (2.49)

Das funktionale Schrödingerbild zeichnet sich durch eine starke formale Ähnlichkeit zur
gewöhnlichen Quantenmechanik aus. Allerdings besitzt der vorliegende Formalismus im Ge-
gensatz zur gewöhnlichen Quantenmechanik unendlich viele Freiheitsgrade, beinhaltet daher
den Impulsoperator in der Koordinatendarstellung als Funktionalableitung und erfordert für
die Bestimmung von Observablen die Berechnung von Pfadintegralen. Ein zentraler Vorteil

9Zur besseren Unterscheidung zwischen den Operatoren Ô und den Eigenwerten O bezeichnen wir in diesem
Abschnitt die Operatoren mit einem Dach ”ˆ”.
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dieser Formulierung besteht in der klaren Wahrscheinlichkeitsinterpretation des Wellenfunk-
tionals Ψ[A] als Wahrscheinlichkeitsamplitude für das Auftreten der Feldkonfiguration A.
Damit lassen sich Vorstellungen und Ideen, aber auch Ansätze und Methoden, wie etwa das
Variationsprinzip, auf den hier vorliegenden Formalismus übertragen.

Das funktionale Schrödingerbild stellt damit eine Alternative zu den üblicherweise in der
Quantenfeldtheorie benutzten Pfadintegralmethoden dar. Welcher Formalismus für konkrete
Berechnungen vorteilhafter ist, hängt entscheidend von der Problemstellung ab. Beispielsweise
ist die Berechnung des Elektronspektrums des Wasserstoffatoms mit der Pfadintegralmethode
sehr kompliziert [30], wohingegen die Behandlung der Schrödingergleichung relativ einfach ist.
Dies könnte im Hinblick auf die Behandlung des Niederenergiesektors der Yang-Mills-Theorie
ähnlich sein, und insofern ist die Anwendbarkeit des funktionalen Schrödingerbilds für diese
Problemstellung eine interessante Fragestellung.

2.3.2 Quantenelektrodynamik

Als Anwendungsbeispiel für den Schrödingerformalismus untersuchen wir in diesem Abschnitt
den Grundzustand der Elektrodynamik [29]. Insbesondere im Hinblick auf die in den Kapi-
teln 3 und 4 diskutierte Behandlung des Yang-Mills-Vakuums ist das Grundzustandswellen-
funktional der Quantenelektrodynamik (QED) von Interesse.

Der Hamiltonoperator besitzt in der QED dieselbe Form wie in der Yang-Mills-Theorie

HQED =
1

2

∫

d3x
[

Πi(x)Πi(x) +Bi(x)Bi(x)
]

, (2.50)

wobei allerdings keine Farbfreiheitsgrade vorhanden sind und das magnetische Feld Bi(x) =
(∇ × A(x))i lediglich als die Rotation der Koordinaten A auftritt. Für die Behandlung der
funktionalen Schrödingergleichung ist es zweckmäßig, sowohl die Koordinaten A als auch die
kanonischen Impulse Π in ihre transversalen und longitudinalen Komponenten zu zerlegen.
Dabei besitzt das Eichfeld die Aufspaltung

Ai(x) = A⊥
i (x) +A

‖
i (x) (2.51)

in die transversale bzw. longitudinale Komponente

A⊥
i (x) = tij(x)Aj(x) mit tij(x) = δij −

∂i∂j

∂2
(2.52)

A
‖
i (x) = lij(x)Aj(x) mit lij(x) = δij − tij(x) =

∂i∂j

∂2
. (2.53)

Hierin ist tij der transversale und lij der longitudinale Projektor. Analog dazu hat der Im-
pulsoperator in der Koordinatendarstellung die Form

Πi(x) = Π⊥
i (x) + Π

‖
i (x)

Πi(x) = tij(x)
δ

iδA⊥
j (x)

+ lij(x)
δ

iδA
‖
j (x)

. (2.54)

Unter Verwendung dieser Zerlegung (2.51) und (2.54) in die transversalen und longitudinalen
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Anteile erhalten wir für den Hamiltonoperator den Ausdruck

HQED =
1

2

∫

d3x

[(

tin(x)
δ

iδA⊥
n (x)

)(

tim(x)
δ

iδA⊥
m(x)

)

+

(

lin(x)
δ

iδA
‖
n(x)

)(

lim(x)
δ

iδA
‖
m(x)

)

+Bi(x)Bi(x)

]

. (2.55)

Dabei treten in der kinetischen Energie keine gemischten Impulsterme auf, da sich zum einen
die Projektoren tl = lt = 0 gegenseitig vernichten und zum anderen davon auszugehen ist,
daß die Oberflächenterme aus den partiellen Integrationen verschwinden.

Im Gegensatz zur Yang-Mills-Theorie nimmt das Gaußsche Gesetz (2.35) in der QED
eine relativ einfache Form an, da die kovariante Ableitung D̂i(A) in die partielle Ableitung ∂i

übergeht. Mit Verwendung der Zerlegung (2.54) von Π in die Komponenten Π⊥ und Π‖

besitzt das Gaußsche Gesetz die Form

∂ilij(x)
δ

iδA
‖
j (x)

Ψ[A⊥, A‖] = 0. (2.56)

Damit erfüllt jedes Wellenfunktional, welches lediglich von den transversalen Freiheitsgraden
A⊥ abhängt, diese Zwangsbedingung. In diesem physikalischen Sektor des Hilbertraumes
nimmt der Hamiltonoperator (2.55) eine einfachere Form an

HQED =
1

2

∫
d3p

(2π)3

[

(2π)3
δ

iδA⊥
i (p)

tij(p)(2π)3
δ

iδA⊥
j (−p)

+ p2Bi(p)Bi(−p)

]

. (2.57)

Dabei benutzen wir für die Koordinaten und Impulse die Fouriertransformation

Ai(x) =

∫
d3p

(2π)3
Ai(p)eipx und Πi(x) =

∫
d3p

(2π)3
Πi(p)eipx. (2.58)

Das Grundzustandswellenfunktional dieses Hamiltonoperators (2.57) besitzt die Form eines
Gaußschen Funktionals

Ψ0[A
⊥] = N exp

[

−1

2

∫
d3p

(2π)3
A⊥

i (p)|p|A⊥
i (−p)

]

, (2.59)

wobei N die Normierung 〈Ψ|Ψ〉 = 1 gewährleistet. Da dieses Wellenfunktional das Gaußsche
Gesetz (2.56) erfüllt und daher insbesondere invariant bezüglich U(1)-Eichtransformationen
ist, kann dieser Zustand durch eine eichinvariante Größe

Ψ0[A
⊥] = N exp

[

−1

2

∫

d3xd3x′
Bi(x)Bi(x

′)
|x − x′|

]

(2.60)

dargestellt werden. Der Energieeigenwert dieses Zustandes Ψ0, also die Grundzustandsener-
gie, ist durch

E0 =
1

2

∫

d3xe0(x) (2.61)

bestimmt. Dabei bezeichnet

e0(x) =

∫
d3p

(2π)3
ω(p) mit ω(p) = |p|

die Vakuumenergiedichte und ω(p) die Photonenergie.
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2.4 Minimale Coulombeichung – Gribov-Problem

Die im Abschnitt 2.2 diskutierte kanonische Quantisierung der Yang-Mills-Theorie in der
Weyleichung A0 = 0 beinhaltet eine verbleibende Eichinvarianz bezüglich zeitunabhängi-
ger Eichtransformationen U(x) = exp(itaφa(x)). Damit repräsentieren zwei Feldkonfigura-
tionen A und A′, welche durch eine Eichtransformation U(x) miteinander verknüpft sind
A′ = AU , denselben physikalischen Zustand und sind somit völlig gleichberechtigt. Die Men-
ge der zu A äquivalenten Feldkonfigurationen definiert den Eichorbit

OA ≡
{

AU : AU = UAU † +
i

g
U∂U †, U ∈ G

}

(2.62)

und bildet die Äquivalenzklasse von A, wobei die Eichtransformation die Rolle der Äquiva-
lenzrelation einnimmt.10 Aufgrund dieser mathematischen Struktur kann es nicht vorkommen,
daß sich zwei Eichorbits schneiden.11 In diesem Zusammenhang garantiert das bereits disku-
tierte Gaußsche Gesetz (2.35) für die Feldkonfigurationen innerhalb eines Eichorbits dieselbe
Wahrscheinlichkeitsamplitude.12

Der physikalische Konfigurationsraum ist durch die Menge der Eichorbits, also den Quo-
tientenraum P = A/G definiert, wobei A den Raum der Eichfelder und G den Raum der
lokalen Eichtransformationen darstellt. Eine vollständige Eichfixierung, welche insbesonde-
re im Hinblick auf die Auflösung des Gaußschen Gesetzes (2.35) von Interesse ist, besteht
in der eindeutigen Auswahl genau eines Repräsentanten aus jedem Eichorbit. Dadurch wer-
den die redundanten Freiheitsgrade eliminiert, welche aufgrund der Eichinvarianz vorhanden
sind, und demzufolge enthält die resultierende Theorie nach der Eichfixierung ausschließlich
physikalische Freiheitsgrade.

Da wir in der vorliegenden Arbeit die Yang-Mills-Theorie in der Coulombeichung unter-
suchen, werden wir im folgenden die Eichfixierung der Coulombeichung

∂iAi(x) = 0 (2.63)

diskutieren. Ausgehend von einer transversalen Eichkonfiguration A, welche die Eichbedin-
gung (2.63) erfüllt, können wir mit AU = UAU †+ i

gU∂U
† die zu A äquivalenten Eichkonfigu-

rationen entlang des Eichorbits OA betrachten. Wenn die hier eingeführte Transversalitätsbe-
dingung (2.63) eine vollständige Eichfixierung garantiert, dann darf entlang des Eichorbits OA

keine weitere transversale Feldkonfiguration mehr existieren und damit die Gleichung

∂iA
U
i (x) = 0 (2.64)

unter Verwendung geeigneter Randbedingungen für U(x) lediglich die triviale Lösung U(x) =

C besitzen. In seiner berühmten Arbeit [31] zeigt Gribov, daß im Fall einer nicht-abelschen

10Zwei Eichkonfigurationen A, A′ sind zueinander äquivalent A ∼ A′, falls es eine Eichtransformation U ∈ G

gibt, welche beide Konfigurationen miteinander verbindet: A′ = AU . Es läßt sich leicht zeigen, daß diese
Relation reflektiv, antisymmetrisch und transitiv ist und somit tatsächlich eine Äquivalenzrelation vorliegt.
Damit erfüllt OA die Eigenschaften einer Äquivalenzklasse.

11Angenommen die beiden Eichorbits OA und OA′ besitzen einen gemeinsamen Schnittpunkt C, d. h. es
gilt C ∈ OA und C ∈ OA′ . Dann sind aufgrund der Äquivalenzrelation sowohl A ∼ C als auch A′ ∼ C zu C

äquivalent. Wegen der transitiven Eigenschaft der Äquivalenzrelation ist damit auch A ∼ A′ zu A′ äquivalent
und somit stimmen die beiden Äquivalenzklassen überein OA ≡ OA′ .

12Zumindest für diejenigen Feldkonfigurationen, welche durch eine topologisch triviale Eichtransformation
verknüpft sind.
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Abbildung 2.1: Die Eichfixierungsbedingung, repräsentiert durch die Hyperebene, bestimmt
die transversale Eichkonfiguration A als Repräsentant des Eichorbits OA. Diese Eichfixierung
ist jedoch nicht eindeutig, da einige Eichorbits weitere transversale Feldkonfigurationen A′

und A′′, die sogenannten Gribovkopien, enthalten.

Eichtheorie die Gleichung (2.64) in der Tat nichttriviale Lösungen hat und damit insbe-
sondere die Transversalitätsbedingung (2.63) noch keine eindeutige Eichfixierung garan-
tiert. Demzufolge existieren unterschiedliche transversale Feldkonfigurationen A und A′ mit
∂iAi = ∂iA

′
i = 0, welche über eine Eichtransformation U miteinander verknüpft sind A′ = AU

und daher demselben Eichorbit OA angehören (siehe Abb. 2.1). Die Anwesenheit der Kon-
figuration A′, einer sogenannten Gribovkopie von A, hat einen deutlichen Einfluß auf die
Dynamik des Quantensystems, da sie dieselbe physikalische Konfiguration wie A repräsen-
tiert. Die Existenz solcher Eichkopien, selbst nach Einführung der Transversalitätsrelation
(2.63), wird allgemein als das Gribov-Problem bezeichnet.

Eine Möglichkeit, diese verbleibenden Eichkopien zu eliminieren und damit das Gribov-
Problem zumindest formal zu lösen, besteht in der Verwendung eines geeigneten Funktionals
zur Eichfixierung [32, 33, 34, 35]. Dieses zu minimierende Funktional kann durch die L2-Norm
der Vektorpotentiale

FA[U ] ≡ ||AU ||2 =

∫

d3x tr
(
AU

i (x)AU
i (x)

)
(2.65)

mit

AU
i (x) = U(x)Ai(x)U †(x) +

i

g
U(x)∂iU

†(x) (2.66)

entlang des Eichorbits OA definiert werden. Für die weitere Diskussion betrachten wir das
Verhalten des Funktionals um ein Minimum (o.B.d.A. bei U = ), indem wir mit U(x) =
exp(itaφa(x)) kleine Abweichungen untersuchen. Eine entsprechende Entwicklung von FA[U ]
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um das Minimum U = führt auf die folgende Reihendarstellung in φ

FA[U ] = ||AU ||2 = ||A||2 − 2

g

∫

d3x tr [φ(x) (∂iAi(x))]

+
1

g2

∫

d3x tr
[

φ(x)
(

−∂iD̂i(x)
)

φ(x)
]

+ O(φ3). (2.67)

Falls die Feldkonfiguration A ein lokales Minimum darstellt, muß zum einen der zweite Term
der Entwicklung (2.67) verschwinden, und zum anderen der dritte Term für alle Funktio-
nen φ positiv sein. Dies impliziert insbesondere, daß die Feldkonfiguration A des Minimums
transversal ist ∂iAi = 0 und andererseits der Faddeev-Popov-Operator M(A) = −∂iD̂i(x)
für dieses Eichfeld A positiv definit ist.13 Die Menge aller lokalen Minima des Funktionals
FA[U ] wird als Gribovregion

Ω ≡
{

A : ∂iAi = 0 und M(A) = −∂iD̂i(A) ≥ 0
}

(2.68)

bezeichnet und enthält insbesondere die transversale Konfiguration A = 0. Auf dem Rand ∂Ω
dieser Region Ω, dem sogenannten Gribov-Horizont, verschwindet der kleinste Eigenwert des
Faddeev-Popov-Operators M(A), und demzufolge bilden die Feldkonfigurationen auf ∂Ω Ko-
ordinatensingularitäten. Ferner läßt sich zeigen [11, 36], daß die Eichkonfigurationen auf dem
Gribov-Horizont ∂Ω einen endlichen Abstand zum Ursprung A = 0 besitzen. Da selbst die
Gribovregion Ω immer noch Eichkopien beinhaltet, muß dieser Bereich weiter eingeschränkt
werden.

Die vollständige Eichfixierung, also die eindeutige Bestimmung eines Repräsentanten aus
jedem Eichorbit, wird durch die Wahl derjenigen Feldkonfigurationen des Eichorbits rea-
lisiert, für die das Funktional FA[U ] sein absolutes Minimum annimmt. Die Menge dieser
Eichfeldkonfigurationen

Λ ≡ {A : FA[ C ] ≤ FA[U ],∀U ∈ G} (2.69)

definiert die sogenannte
”
fundamental modular region“ (FMR) und ist eine echte Teilmen-

ge Λ ⊂ Ω der Gribovregion. Sowohl die Gribovregion Ω als auch die FMR Λ sind konvexe
Mengen, da die Feldkonfigurationen A = αA′+(1−α)A′′ mit α ∈ [0, 1] in Ω bzw. Λ enthalten
sind, falls A′ und A′′ in Ω bzw. Λ liegen. Der innere Bereich der FMR Λ enthält keine Gri-
bovkopien mehr. Lediglich auf dem Rand ∂Λ der FMR existieren noch Gribovkopien, welche
auf entartete, absolute Minima des Funktionals FA[U ] zurückzuführen sind.

Für die Diskussion der Gribovkopien auf dem Rand ∂Λ (siehe [35]) wählen wir, wie in
der Abb. 2.2 dargestellt, zunächst einen Punkt P , der in der Gribovregion Ω, aber nicht in
der FMR Λ liegt. Da diese Feldkonfiguration am Punkt P nicht in Λ liegt und somit nur ein
lokales Minimum von FA[U ] darstellt, muß es entlang des Eichorbits der Feldkonfiguration
in P ein absolutes Minimum P ′ geben, welches in der FMR Λ liegt. Wir betrachten nun die
Verschiebung des Punktes P entlang eines Strahls, der durch den Ursprung A = 0 läuft,
bis zum Rand ∂Λ der FMR. Aufgrund der Stetigkeit des Eichorbits und der Eindeutigkeit
des absoluten Minimums P ′ im Inneren der FMR [34] muß dieses zu P korrespondierende,
absolute Minimum P ′ sich auf den Rand ∂Λ zubewegen und dabei in ein lokales Minimum
übergehen, wenn der Punkt P auf dem Strahl durch A = 0 zum Rand ∂Λ der FMR wandert.

13Der Operator M(A) ist positiv definit, falls für alle Funktionen φ(x) gilt
R
d3xφ(x)M(A)φ(x) ≥ 0. Im

folgenden bezeichnen wir diese Eigenschaft einfach mit M(A) ≥ 0.
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Abbildung 2.2: Das lokale Minimum in P geht am Rand ∂Λ der FMR in ein absolutes Mi-
nimum von FA[U ] über, wobei sich das dazu korrespondierende, auf demselben Eichorbit
liegende absolute Minimum P ′ auf den Rand ∂Λ zubewegt. Wenn sowohl der Punkt P als
auch der Punkt P ′ auf dem Rand ∂Λ liegen, ist die Norm ||AU || entartet, und damit liegen
zwei völlig äquivalente Eichkonfigurationen vor.

Wenn damit sowohl der Punkt P als auch der Punkt P ′ auf dem Rand ∂Λ liegen, hat das
Funktional FA[U ] zwei absolute Minima, und dementsprechend liegen zwei völlig äquivalente
Eichfelder vor. Diese so entstandene Entartung der Norm ||AU || ist damit die Ursache für die
Existenz von Gribovkopien auf dem Rand ∂Λ der FMR.

A=0

Λ Ω

P’

P

P=P’

Abbildung 2.3: Die gestrichelten Linien deuten die Identifikation äquivalenter Randpunkte
der FMR an.

Die Identifikation äquivalenter Randpunkte auf ∂Λ, wie etwa die Punkte P und P ′, ver-
ursacht eine nichttriviale Topologie der FMR und bewirkt die vollständige Eichfixierung der
Coulombeichung. Diese Kompaktifizierung des Randes ∂Λ der FMR ist in der Abb. 2.3 dar-
gestellt. Ein besonders interessanter Fall tritt dann auf, wenn die zwei zu identifizierenden
Randpunkte P und P ′ bereits aufeinanderliegen. Da für solche Verhältnisse das eichfixie-
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rende Funktional FA[U ] (2.67) an der Stelle U = zwei Minima besitzt, muß dann der
Faddeev-Popov-Operator M(A) im dritten Term der Entwicklung (2.67) zumindest einen
verschwindenden Eigenwert haben. Aufgrund dessen liegen die Punkte P und P ′ nicht nur
auf ∂Λ, sondern auch auf dem Rand ∂Ω der Gribovregion. Damit berührt die FMR den Rand
∂Ω und beinhaltet somit Feldkonfigurationen, für die der Faddeev-Popov-Operator Nullm-
oden besitzt. Diese Eigenschaft ist im Hinblick auf die nicht-perturbativen Eigenschaften der
Yang-Mills-Theorie, wie etwa den Farbeinschluß der Quarks, von zentraler Bedeutung. Jeder
Punkt P auf dem Rand ∂Λ nimmt in irgendeiner Form an der Kompaktifizierung der FMR
teil, da die obige Argumentation, basierend auf dem Strahl durch den Ursprung A = 0, für
jeden beliebigen Randpunkt anwendbar ist.

Da die zu identifizierenden Randpunkte P und P ′, welche durch eine Entartung der Norm
||AU || entstehen, auf demselben Eichorbit liegen und damit durch eine Eichtransformation
verknüpft sind, müssen die physikalischen Wellenfunktionale identisch unter dieser Randiden-
tifikation bleiben. Dabei kann sich allerdings für Randpunkte P und P ′, welche durch eine
Eichtransformation mit nichttrivialer Homotopie verbunden sind, möglicherweise die Phase
des Wellenfunktionals ändern.

2.5 Faddeev-Popov-Eichfixierung und Auflösung des Gauß-

schen Gesetzes

Der physikalische Sektor des Hilbertraumes ist im Fall der Yang-Mills-Theorie ein echter
Unterraum des gesamten Hilbertraumes und durch Zustände definiert, welche unter der Wir-
kung des Gaußoperators (2.33) verschwinden. Im Gegensatz zur Elektrodynamik, in welcher
der physikalische Sektor des Hilbertraumes einfach zu bestimmen ist (siehe Abschnitt 2.3.2),
sind die Verhältnisse für die nicht-abelsche Theorie deutlich komplizierter. Eine Möglichkeit
zur Behandlung der Zwangsbedingung (2.35) an die physikalischen Zustände besteht in der
Auflösung des Gaußschen Gesetzes durch eine Fixierung der Eichung – im vorliegenden Fall
der Coulombeichung.

Anstelle der expliziten Transformation des Gaußschen Gesetzes und des Hamiltonopera-
tors in die gekrümmten Koordinaten der Coulombeichung, die ursprünglich von Christ und
Lee [18] durchgeführt wurde und welche wir im nächsten Abschnitt diskutieren werden, benut-
zen wir im vorliegenden Abschnitt die Faddeev-Popov-Methode zur Eichfixierung und lösen
dabei das Gaußsche Gesetz auf. Dazu verwenden wir die Aufspaltung des Impulsoperators
(2.46) in den transversalen und longitudinalen Anteil

Πa
i (x) = Π⊥a

i (x) − ∂iθ
a(x) (2.70)

und betrachten unter Benutzung dieser Relation zunächst das Gaußsche Gesetz (2.35) in der
Form

− 1

g
D̂ab

i (x)∂iθ
b(x)Ψ[A] = ρa(x)Ψ[A]. (2.71)

Dabei stellt

ρa(x) = −fabcAb
i(x)Π⊥c

i (x) + ρa
ext(x) (2.72)

den Ladungsdichteoperator dar, der im Vergleich zu (2.35) neben der Farbladungsdichte der
Gluonen auch die Farbladungsdichte ρext von externen Feldern beinhaltet. Für die weitere
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Diskussion dieser Zwangsbedingung bezüglich der physikalischen Zustände benutzen wir die
folgende Umformung der linken Seite von (2.71)

−1

g
D̂ab

i (x)∂iθ
b(x)Ψ[A] = −1

g

∫

d3x′D̂ab
i (x)∂x

i δ
bcδ(x − x′)θc(x′)Ψ[A]

=

∫

d3x′〈xa| − 1

g
D̂i∂i|x′c〉θc(x′)Ψ[A] (2.73)

und erhalten damit für das Gaußsche Gesetz die Darstellung

∫

d3x′〈xa| − 1

g
D̂i∂i|x′b〉θb(x′)Ψ[A] = ρa(x)Ψ[A]. (2.74)

Der Faddeev-Popov-Operator M(A) = −D̂i(A)∂i ist für transversale Eichfelder symmetrisch

〈xa|
(

−D̂i(A
⊥)∂i

)−1
|x′b〉 = 〈x′b|

(

−D̂i(A
⊥)∂i

)−1
|xa〉 (2.75)

und besitzt, wie bereits im letzten Abschnitt diskutiert, für Feldkonfigurationen, die im Innern
der FMR Λ liegen, ausschließlich positive Eigenwerte. Lediglich am Rand ∂Λ der FMR tre-
ten verschwindende Eigenwerte von M(A) auf. Demzufolge ist der Faddeev-Popov-Operator
M(A) im Inneren der FMR invertierbar, und daher gilt insbesondere für solche Feldkonfigu-
rationen

θa(x)Ψ[A] = g

∫

d3x′
〈

xa

∣
∣
∣
∣

(

−D̂i(A)∂i

)−1
∣
∣
∣
∣
x′b

〉

ρb(x′)Ψ[A]. (2.76)

Für die Fixierung der Coulombeichung benutzen wir die Faddeev-Popov-Identität [37]

1 =

∫

DUδ
(
∂iA

U
i

)
χ(AU ) det

(

−∂iD̂i(A
U )
)

, (2.77)

wobei der Term δ
(
∂iA

U
i

)
χ(AU ) die Restriktion der Eichfelder auf die FMR garantiert. Dabei

gilt χ(A) = 1 für Feldkonfigurationen A ∈ FMR innerhalb der FMR und χ(A) = 0 für alle
anderen transversalen Eichfelder.

Im folgenden diskutieren wir die Berechnung des Matrixelements 〈Φ|O[A]|Ψ〉 eines Opera-
tors O[A] als Pfadintegral über die transversalen Feldkonfigurationen A⊥ des physikalischen
Konfigurationsraumes Λ. Dabei sollen sowohl die Zustände Ψ[AU ] = Ψ[A] (analog Φ) als auch
der Operator O[AU ] = O[A] eichinvariant sein. Mit Verwendung der Faddeev-Popov-Identität
(2.77) folgt dann für das Matrixelement

〈Φ|O[A]|Ψ〉 =

∫

DAΦ[A]∗O[A]Ψ[A]

=

∫

DA
∫

DUδ
(
∂iA

U
i

)
χ(AU ) det

(

−∂iD̂i(A
U )
)

Φ[A]∗O[A]Ψ[A]

=

∫

DU
∫

DAδ
(
∂iA

U
i

)
χ(AU ) det

(

−∂iD̂i(A
U )
)

Φ[AU ]∗O[AU ]Ψ[AU ]. (2.78)

Für die weitere Umformung benötigen wir die Invarianz des Pfadintegralmaßes DA unter
lokalen Eichtransformationen U(x). Diese Eigenschaft resultiert unmittelbar aus der Relati-
on (2.10) für die lokale Eichtransformation der Gluonfelder A, indem wir diese Gleichung mit
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dem Generator tb multiplizieren und die Spur im Farbraum bilden. Dadurch finden wir den
Zusammenhang

(AU )b
i = 2Aa

i tr
(

UtaU †tb
)

+ 2
i

g
U
(

U∂iU
†tb
)

(2.79)

und erhalten damit unter Verwendung der Relation Û batb = UtaU † und der Tatsache, daß
Û ba orthogonal ist, für den Betrag der Determinante der Koordinatentransformation AU → A

∣
∣
∣
∣
∣
det

(

δ(AU )b
i(x)

δAa
j (x

′)

)∣
∣
∣
∣
∣
=
∣
∣
∣det

(

δijδ(x − x′)Û ba(x′)
)∣
∣
∣ = 1. (2.80)

Dies impliziert die Eichinvarianz des Pfadintegralmaßes DA und ermöglicht die folgende Um-
formung des Matrixelements (2.78)

〈Φ|O[A]|Ψ〉 =

∫

DU
∫

DAUδ
(
∂iA

U
i

)
χ(AU ) det

(

−∂iD̂i(A
U )
)

Φ[AU ]∗O[AU ]Ψ[AU ]

=

∫

DU
∫

DA′δ
(
∂iA

′
i

)
χ(A′) det

(

−∂iD̂i(A
′)
)

Φ[A′]∗O[A′]Ψ[A′]

=

(∫

DU
)∫

DAδ (∂iAi)χ(A) det
(

−∂iD̂i(A)
)

Φ[A]∗O[A]Ψ[A] (2.81)

und schließlich für die Berechnung von Erwartungswerten innerhalb der Coulombeichung die
Darstellung als Pfadintegral über die transversalen Feldkonfigurationen des physikalischen
Konfigurationsraumes Λ

〈Φ|O[A]|Ψ〉 = N
∫

Λ
DA⊥J [A⊥]Φ[A⊥]∗O[A⊥]Ψ[A⊥]. (2.82)

Dabei repräsentiert die Faddeev-Popov-Determinante

J [A⊥] = det
(

−∂iD̂i(A
⊥)
)

(2.83)

das nichttriviale Integrationsmaß im gekrümmten Koordinatenraum Λ und die irrelevante
Normierungskonstante N =

∫
DU das unendliche Gruppenvolumen des Eichorbits.

Ein einfacher Anwendungsfall für diese Relation (2.82) zur Berechnung von Matrixele-
menten ist der Potentialterm des Hamiltonoperators (2.48)

HP =
1

2

∫

d3xBa
i (x)Ba

i (x). (2.84)

Dieser Term HP [A] ist eichinvariant, und demzufolge können wir insbesondere für die Be-
rechnung von Erwartungswerten einfach HP [A⊥] benutzen. Im Vergleich dazu ist die Behand-
lung des kinetischen Terms des Hamiltonoperators (2.48) komplizierter. Für die Berechnung
verschiedener Matrixelemente des kinetischen Terms von (2.48) benutzen wir zunächst die
Umformung

〈Φ|HT |Ψ〉 =
1

2

∫

d3x

∫

DAΦ[A]∗Πa
i (x)Πa

i (x)Ψ[A]

= −1

2

∫

d3x

∫

DA (Πa
i (x)Φ[A]∗) (Πa

i (x)Ψ[A]) , (2.85)



30
2.5. FADDEEV-POPOV-EICHFIXIERUNG UND AUFLÖSUNG DES GAUSSSCHEN
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wobei wir eine partielle Integration im Pfadintegral durchführen, den Gaußschen Satz an-
wenden und davon ausgehen, daß aufgrund der Normierbarkeit der Wellenfunktionale Φ und
Ψ keine Oberflächenterme auftreten. Aufgrund der homogenen Transformation (2.39) des
Impulsoperators Π unter Eichtransformation ist der kinetische Term des Hamiltonoperators
(2.48) eichinvariant. Demzufolge ist der Integrand des Pfadintegrals (2.85), eichinvariante
Wellenfunktionale Φ und Ψ vorausgesetzt, ebenfalls eichinvariant, und daher sind alle Schrit-
te zur Ableitung der auf den transversalen Freiheitsgraden basierenden Darstellung auch auf
das Matrixelement (2.85) anwendbar. Ausgehend von der auf (2.81) basierenden Darstellung

〈Φ|HT |Ψ〉 = −1

2

∫

d3xN
∫

DAδ(∂iAi)χ(A)J [A] (Πa
i (x)Φ[A]∗) (Πa

i (x)Ψ[A]) (2.86)

benutzen wir zunächst die Aufspaltung des Impulsoperators (2.70) in den transversalen und
longitudinalen Anteil und erhalten dadurch

〈Φ|HT |Ψ〉 = −1

2

∫

d3xN
∫

DAδ(∂iAi)χ(A)J [A]

[(

Π⊥a
i (x) − ∂iθ

a(x)
)

Φ[A]∗
] [(

Π⊥a
i (x) − ∂iθ

a(x)
)

Ψ[A]
]

= −1

2

∫

d3xN
∫

DAδ(∂iAi)χ(A)J [A]

[(

Π⊥a
i (x)Φ[A]∗

)(

Π⊥a
i (x)Ψ[A]

)

+ (∂iθ
a(x)Φ[A]∗) (∂iθ

a(x)Ψ[A])
]

. (2.87)

Aufgrund der Transversalität des Impulsoperators Π⊥, d. h. ∂iΠ
⊥
i = 0, treten in diesem Aus-

druck keine gemischten Terme auf. Wir sind an dieser Stelle in der Lage, das Gaußsche Gesetz
(2.71), also die Zwangsbedingung für physikalische Zustände, in (2.87) zu implementieren. Die
Wirkung des longitudinalen Impulsoperators ∂iθ auf die physikalischen Wellenfunktionale Φ
und Ψ ist nicht unabhängig, sondern aufgrund des Gaußschen Gesetzes durch die Relation
(2.76) mit der Wirkung des transversalen Impulses Π⊥ und den äußeren Ladungen verknüpft.
Die Benutzung dieses Zusammenhangs (2.76) im Matrixelement (2.87) ist gerechtfertigt, da
im Pfadintegral von (2.87) lediglich Feldkonfigurationen A aus der FMR Beiträge liefern.
Damit erhalten wir für das Matrixelement

〈Φ|HT |Ψ〉 = −1

2

∫

d3xN
∫

DAδ(∂iAi)χ(A)J [A]

[
(

Π⊥a
i (x)Φ[A]∗

)(

Π⊥a
i (x)Ψ[A]

)

+ g2

(

∂i

∫

d3x′〈xa|(−D̂i(A)∂i)
−1|x′b〉ρb(x′)Φ[A]∗

)

(

∂i

∫

d3x′′〈xa|(−D̂j(A)∂j)
−1|x′′c〉ρc(x′′)Ψ[A]

)]

, (2.88)
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und entsprechend zu (2.82) die Darstellung bezüglich der transversalen Feldkonfigurationen
im Konfigurationsraum Λ

〈Φ|HT |Ψ〉 = −1

2

∫

d3xN
∫

Λ
DA⊥J [A⊥]

[
(

Π⊥a
i (x)Φ[A⊥]∗

)(

Π⊥a
i (x)Ψ[A⊥]

)

+ g2

(

∂i

∫

d3x′〈xa|(−∂iD̂i(A
⊥))−1|x′b〉ρb(x′)Φ[A⊥]∗

)

(

∂i

∫

d3x′′〈xa|(−∂jD̂j(A
⊥))−1|x′′c〉ρc(x′′)Ψ[A⊥]

)]

. (2.89)

Die Anwendung einer partiellen Integration im Pfadintegral unter der Annahme verschwin-
dender Oberflächenterme führt beim ersten Term in (2.89) zu dem Ausdruck

〈Φ|Hk|Ψ〉 ≡ 1

2

∫

d3xN
∫

Λ
DA⊥J [A⊥]Φ[A⊥]∗J [A⊥]−1Π⊥a

i (x)J [A⊥]Π⊥a
i (x)Ψ[A⊥]. (2.90)

Damit repräsentiert

Hk =
1

2

∫

d3xJ [A⊥]−1Π⊥a
i (x)J [A⊥]Π⊥a

i (x) (2.91)

den Teil des Hamiltonoperators in Coulombeichung, welcher durch den transversalen Impuls
Π⊥ zustandekommt. Eine entsprechende partielle Integration des zweiten Terms in (2.89),
welcher auf den longitudinalen Impulsen beruht, führt für diesen Teil des Matrixelements
(2.89) auf die Darstellung

〈Φ|HC |Ψ〉 ≡ g2

2

∫

d3x

∫

d3x′
∫

d3x′′N
∫

Λ
DA⊥Φ[A⊥]∗ρb(x′)J [A⊥]

(

∂x
i 〈xa|(−∂iD̂i(A

⊥))−1|x′b〉
)(

∂x
i 〈xa|(−∂jD̂j(A

⊥))−1|x′′c〉
)

ρc(x′′)Ψ[A⊥].

(2.92)

Für die weitere Umformung benutzen wir die Symmetrie (2.75) des Faddeev-Popov-Propagators
für transversale Eichfelder und erhalten mit der Umformung

∫

d3x
(

∂x
i 〈xa|(−∂iD̂i(A

⊥))−1|x′b〉
)(

∂x
i 〈xa|(−∂jD̂j(A

⊥))−1|x′′c〉
)

ρc(x′′)

= 〈x′b|(−∂iD̂i(A
⊥))−1(−∆)(−∂jD̂j(A

⊥))−1|x′′c〉 (2.93)

für das Matrixelement (2.92) der longitudinalen Impulse den Ausdruck

〈Φ|HC |Ψ〉 =
g2

2

∫

d3x

∫

d3x′N
∫

Λ
DA⊥J [A⊥]

Φ[A⊥]∗J [A⊥]−1ρa(x)F ab(x,x′, A⊥]J [A⊥]ρb(x′)Ψ[A⊥]. (2.94)

Dabei definiert

F ab(x,x′, A⊥] = 〈xa|(−∂iD̂i(A
⊥))−1(−∆)(−∂jD̂j(A

⊥))−1|x′b〉 (2.95)
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den nicht-abelschen Coulombpropagator. Basierend auf der Darstellung (2.94) repräsentiert
damit der sogenannte Coulombterm

HC =
g2

2

∫

d3x

∫

d3x′J [A⊥]−1ρa(x)F ab(x,x′, A⊥]J [A⊥]ρb(x′) (2.96)

den Teil des Hamiltonoperators in Coulombeichung, welcher durch die mit Hilfe des Gauß-
schen Gesetzes (2.71) aufgelösten, longitudinalen Impulse erzeugt wird.

Zusammenfassend erhalten wir damit für den Hamiltonoperator in der Coulombeichung
die Darstellung

H =
1

2

∫

d3x
(

J [A⊥]−1Π⊥a
i (x)J [A⊥]Π⊥a

i (x) +Ba
i (x)Ba

i (x)
)

+
g2

2

∫

d3x

∫

d3x′J [A⊥]−1ρa(x)F ab(x,x′, A⊥]J [A⊥]ρb(x′). (2.97)

Im Vergleich zur Weyleichung ist der hier vorliegende Hamiltonoperator in der Coulombei-
chung deutlich komplizierter und enthält insbesondere mit der Faddeev-Popov-Determinan-
te J [A⊥] ein äußerst komplexes Funktional des Eichfeldes, welches die Krümmung des phy-
sikalischen Konfigurationsraumes Λ repräsentiert. Allerdings ist das Gaußsche Gesetz (2.71)
in dieser Formulierung bereits gelöst, und daher muß an die Wellenfunktionale Ψ[A⊥] in der
Coulombeichung, bis auf die Normierbarkeit, keine Zwangsbedingung mehr gestellt werden.
Dies ist der zentrale Vorteil dieser Formulierung.

Eine sehr interessante Größe, welche wir im Rahmen der vorliegenden Arbeit noch detail-
liert untersuchen werden, ist durch den Erwartungswert des nicht-abelschen Coulombpropa-
gators (2.95)

V ab(x − x′) =
〈

F ab(x,x′, A⊥]
〉

Ψ0

(2.98)

bezüglich des Vakuumzustandes Ψ0 der Yang-Mills-Theorie definiert. Da der Coulombpro-
pagator F im Hamiltonoperator (2.97) zwei Farbladungen ρa(x) und ρb(x′) an den unter-
schiedlichen Positionen x und x′ miteinander verknüpft, kann der Erwartungswert (2.98)
als Potential zwischen den beiden Farbladungen interpretiert werden. Dieses nicht-abelsche
Coulombpotential V stimmt allerdings nicht exakt mit dem statischen Potential Vq eines
Quark-Antiquark-Paares überein, welches aus dem Erwartungswert einer Wilsonschleife re-
sultiert. Vielmehr gilt zwischen diesen beiden Potentialen die Ungleichung [38]

Vq(r) ≤ V (r). (2.99)

Wenn also das mit einer Wilsonschleife berechnete Potential Vq die Eigenschaft des Farbein-
schlusses aufweist, dann muß dies auch für das nicht-abelsche Coulombpotential (2.98) der
Fall sein.

2.6 Eichfixierung und Auflösung des Gaußschen Gesetzes durch

explizite Elimination der unphysikalischen Freiheitsgrade

Eine alternative Methode, die Eichung zu fixieren und das Gaußsche Gesetz aufzulösen, be-
steht in der expliziten Elimination der unphysikalischen Freiheitsgrade, welche in der Weyl-
eichung aufgrund der Eichinvarianz bezüglich zeitunabhängiger Eichtransformationen ver-
bleiben. Im vorliegenden Abschnitt diskutieren wir diesen eher technischen Zugang, da er
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durch die explizite Transformation in die Coulombkoordinaten einen guten Einblick in die
Krümmung des Konfigurationsraumes ermöglicht. Diese Art der Eichfixierung, ursprünglich
von Christ und Lee [18] durchgeführt, beinhaltet die nichtlineare Transformation der karte-
sischen Feldkoordinaten A(x) der Weyleichung (A0 = 0)

A(x)
U†(x)=exp(−itaφa(x))−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ (C(x), φ(x)) (2.100)

in die gekrümmten Feldkoordinaten (C(x), φ(x)) der Coulombeichung (∂iCi = 0).14 Der
Zusammenhang beider Koordinatensätze

Ai(C, φ) = U(φ)CiU
−1(φ) +

i

g
U(φ)

(
∂iU

−1(φ)
)

(2.101)

basiert auf derjenigen Eichtransformation

U(x) = exp (itaφa(x)) , (2.102)

welche den Übergang von der Coulombeichung in die Weyleichung beschreibt und deren Win-
kel φ(x) damit die unphysikalischen Freiheitsgrade darstellen. Wenn dabei das transversale
Eichfeld innerhalb der FMR liegt, also C ∈ Λ gilt, dann ist die Eichtransformation U(x) in
(2.101) eindeutig bestimmt. Bezüglich dieses Koordinatenwechsels (2.101) betrachten wir im
folgenden die Transformation sowohl des Hamiltonoperators (2.48) als auch des Gaußschen
Gesetzes (2.35) in die neuen Feldkoordinaten (C, φ).

Da die weiteren Ableitungen in diesem Abschnitt neben der Coulombeichung auch auf
andere Eichungen anwendbar sind, gehen wir hier allgemein von einer linearen Eichbedingung
der Form

∫

d3x′〈xa|Γi|x′b〉Cb
i (x

′) = 0 (2.103)

aus.15 Dabei soll der Operator Γi im Funktionenraum F = {|xa〉} reelle Matrixelemente
besitzen, aber ansonsten beliebig sein. In diesem Zusammenhang führt die Wahl Γi = ∂i auf
die hier diskutierte Coulombeichung ∂iCi = 0.16

2.6.1 Hamiltonoperator

Wir betrachten zunächst die Transformation des Hamiltonoperators (2.48) unter der Ko-
ordinatentransformation (2.101). Da die potentielle Energie (2.84) keine Impulsoperatoren
enthält und eichinvariant ist, geht HP [A] unter (2.101) einfach in die Form HP [C] über und
beinhaltet damit keine redundanten Freiheitsgrade φ. Im Gegensatz dazu ist die Behandlung
des kinetischen Terms von (2.48)

HT =
1

2

∫

d3x
δ

iδAa
i (x)

δ

iδAa
i (x)

(2.104)

14Zur besseren Unterscheidung bezeichnen wir im vorliegenden Abschnitt 2.6 grundsätzlich die Feldkoordi-
naten in der Weyleichung (A0 = 0) mit A und die Koordinaten der Coulombeichung (∂iCi = 0) mit C.

15Im Fall einer anderen Eichbedingung als der Coulombeichung bezeichnet die Eichtransformation U(x) in
(2.101) diejenige Eichtransformation, welche den Übergang von dieser Eichung (2.103) in die Weyleichung
beschreibt.

16Im Fall der Coulombeichung Γi = ∂i sind die Matrixelemente in (2.103) durch 〈xa|∂i|x
′b〉 = δab∂x

i δ(x−x′)
gegeben.
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deutlich komplexer. Aufgrund der Struktur des kinetischen Terms können die Feldkoordina-
ten A der Weyleichung als kartesische Koordinaten identifiziert werden.

Bei einem Übergang von kartesischen Koordinaten q1, . . . , qN in gekrümmte Koordinaten
Q1(q), . . . , QN (q) ändert sich die Form des Laplace-Beltrami-Operators [39] in der folgenden
Weise

N∑

i=1

∂

∂qi

∂

∂qi
=

N∑

i,j=1

M− 1
2
∂

∂Qi
M−1

ij M
1
2
∂

∂Qj
. (2.105)

Dabei stellt

Mij =
∂qn
∂Qi

∂qn
∂Qj

(2.106)

die Metrik des gekrümmten Raumes und

M = det(Mij) =

[

det

(
∂qi
∂Qj

)]2

(2.107)

die Determinante der Metrik Mij dar. Die inverse Metrik M−1
ij ist durch

M−1
ij =

∂Qi

∂qn

∂Qj

∂qn
(2.108)

gegeben. Da die Koordinatentransformation (2.101) von A in (C, φ) nichtlinear ist, sind
(C, φ) gekrümmte Koordinaten, und der kinetische Term (2.104) nimmt daher entsprechend
zu (2.105) in den neuen Koordinaten (C, φ) die Form eines gekrümmten Laplace-Beltrami-
Operators an

HT =
1

2
M− 1

2

∫

d3x

∫

d3x′
[

pa(x)M
1
2M−1(x,x′)abpb(x

′) + pa(x)M
1
2M−1(x,x′)b

aiP
b
i (x′)

+P a
i (x)M

1
2M−1(x,x′)a

ibpb(x
′) + P a

i (x)M
1
2M−1(x,x′)ab

ij P
b
j (x′)

]

.

(2.109)

Dabei ist die inverse Metrik M−1(x,x′) in die vier Blöcke aufgeteilt

M−1(x,x′) =

[
M−1(x,x′)ab M−1(x,x′)b

ai

M−1(x,x′)a
ib M−1(x,x′)ab

ij

]

,

welche im einzelnen durch die Integrale

M−1(x,x′)ab =

∫

d3y
δφa(x)

δAc
i (y)

δφb(x′)
δAc

i (y)
(2.110)

M−1(x,x′)a
bi = M−1(x′,x)a

ib =

∫

d3y
δφb(x)

δAc
j(y)

δCa
i (x′)

δAc
j(y)

(2.111)

M−1(x,x′)ab
ij =

∫

d3y
δCa

i (x)

δAc
n(y)

δCb
j (x

′)

δAc
n(y)

(2.112)
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bestimmt sind. Die Feldoperatoren pa(x) und P a
i (x) bezeichnen die zu den Koordinaten φa(x)

und Ca
i (x) kanonisch konjugierten Impulse. Während der Impulsoperator pa der redundanten

Freiheitsgrade einfach durch

pa(x) =
δ

iδφa(x)
(2.113)

definiert ist, benötigt die Konstruktion der kanonischen Impulse P a
i (x) aufgrund der Zwangs-

bedingung (2.103) eine detaillierte Betrachtung. Zu diesem Zweck benutzen wir einen
vollständigen Satz von reellen orthogonalen Funktionen fa

i (x)N , welche die Zwangsbedin-
gung

∫

d3x′〈xa|Γi|x′b〉f b
i (x′)N = 0 (2.114)

für alle (x, a) erfüllen. Für die konkrete Konstruktion dieser Ansatzfunktionen fa
i (x)N be-

trachten wir die Abbildung

Γi : {|xa〉} −→ {|ixa〉} ; |ξ〉 −→ |ξ̄〉 ≡
∫

d3x|ixa〉〈xa|Γ†
i |ξ〉 (2.115)

eines Zustandes |ξ〉 aus dem Funktionenraum F = {|xa〉} in den größeren Funktionenraum
F̄ = {|ixa〉}, wobei i einen Lorentzindex, x einen Raumpunkt und a einen Farbindex darstellt.
Ein Zustand |N〉 ∈ F̄ , der orthogonal zu allen Zuständen |ξ̄〉 ist, also

〈N |ξ̄〉 =

∫

d3x〈N |ixa〉〈xa|Γ†
i |ξ〉 = 0 ∀ |ξ〉 ∈ F (2.116)

erfüllt, stellt eine Ansatzfunktion

fa
i (x)N = 〈ixa|N〉 (2.117)

dar, da diese Funktion für jeden Zustand |ξ〉 = |xa〉 ∈ F

0 = 〈ξ̄|N〉 =

∫

d3x′〈ξ̄|ix′b〉〈ix′b|N〉 =

∫

d3x′〈xa|Γi|x′b〉f b
i (x′)N (2.118)

garantiert und daher die Zwangsbedingung (2.114) erfüllt. Unter Verwendung eines ortho-
normalen Funktionensatzes, bestehend aus diesen Ansatzfunktionen fa

i (x)N , kann das trans-
versale Eichfeld durch

Ca
i (x) =

∑

N

fa
i (x)NQN (2.119)

dargestellt werden, wobei jetzt QN unabhängige, generalisierte Koordinaten sind. Dement-
sprechend ergibt sich der zu Ca

i (x) kanonisch konjugierte Impuls durch

P a
i (x) =

∑

N

fa
i (x)N

∂

i∂QN
. (2.120)

Sowohl das Eichfeld C in der Darstellung (2.119) als auch der korrespondierende Impulsope-
rator (2.120) erfüllen die Eichbedingung (2.103)

∫

d3x′〈xa|Γi|x′b〉Cb
i (x

′) =

∫

d3x′〈xa|Γi|x′b〉P b
i (x′) = 0. (2.121)
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Für die Bestimmung der im kinetischen Term (2.109) enthaltenen inversen Matrix M−1(x,x′)
berechnen wir im folgenden die Funktionalableitungen δφ

∂A und δC
∂A . Dazu benutzen wir die zu

(2.101) inverse Eichtransformation

Ci = U−1(φ)AiU(φ) +
i

g
U−1(φ) (∂iU(φ)) (2.122)

und betrachten kleine Variationen der Koordinaten C, φ und A

δCa
i t

a = (δU−1)Aa
i t

aU + U−1(δAa
i )t

aU + U−1Aa
i t

a(δU)

+
i

g
(δU−1)(∂iU) +

i

g
U−1(∂iδU). (2.123)

Die Multiplikation dieser Gleichung mit dem Generator tb und die anschließende Spurbildung
bezüglich des Farbraumes führt dann auf

1

2
δCb

i = tr
(

(δU−1)AiUt
b
)

+ (δAa
i )tr

(

(δU−1)taUtb
)

+ tr
(

U−1Ai(δU)tb
)

+
i

g

[

tr
(

(δU−1)(∂iU)tb
)

+ tr
(

U−1(∂iδU)tb
)]

. (2.124)

Für die weitere Umformung dieses Ausdrucks benutzen wir die Gruppenrelation

U−1taU = Ûabtb, (2.125)

wobei Ûab eine reelle und orthogonale Matrix darstellt und damit insbesondere unitär ist. Da
der Term iU−1 ∂U

∂φ ein Element der Lie-Algebra ist17, lassen sich mit

iU−1 ∂U

∂φa
≡ tbλb

a (2.126)

die Funktionen λ definieren, welche insbesondere Funktionale der redundanten Freiheitsgra-
de φ sind. Unter Verwendung dieser beiden Relationen (2.125) und (2.126) ergibt sich nach
einer kleinen Umformung für die Relation (2.124)

δCa
i = Û baδAb

i +
i

g
D̂ab

i (λb
cδφ

c). (2.127)

Dabei bezeichnet D̂ab
i die kovariante Ableitung in der adjungierten Darstellung

D̂ab
i (C) = δab∂i + g(T̂ c)abCc

i (2.128)

17Diese Aussage läßt sich unter Anwendung der Relation

d

dt
e

A(t) =

Z 1

0

dse
sA dA

dt
e
(1−s)A

auf iU−1 ∂U
∂φ

beweisen. Dies führt auf die Darstellung

iU
−1 ∂U

∂φ
= −

Z 1

0

ds e
−i(1−s)tbφb

t
a
e

i(1−s)tcφc

| {z }

αa(s)

.

Für den Integrand αa(s) folgt eiαa(s) = U†(1−s)eita

U(1−s), und somit liegt das Objekt eiαa(s) innerhalb der
Lie-Gruppe. Damit ist insbesondere αa(s) und dementsprechend auch iU−1 ∂U

∂φ
ein Element der Lie-Algebra.
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bezüglich des transversalen Eichfeldes C. Die Relation (2.127) beschreibt die Veränderung
von C bei einer Variation der beiden Felder A und φ. Wenn wir von einer kleinen, jedoch
beliebigen Variation δA des Eichfeldes in der Weyleichung ausgehen, dann kann die Varia-
tion der redundanten Freiheitsgrade δφ nicht mehr beliebig sein (vgl. (2.100)), da U−1(φ)
diejenige Eichtransformation ist, welche die Eichbedingung (2.103) für C gewährleistet. Also
muß insbesondere U−1(φ + δφ) die Realisierung der Eichbedingung (2.103) für das variierte
Eichfeld C+ δC garantieren und da diese Eichbedingung linear ist, erfüllt auch die Variation
δC die Eichbedingung (2.103)

∫

d3x′〈xa|Γi|x′b〉δCb
i (x

′) = 0. (2.129)

Mit Verwendung von (2.127) erhalten wir die Darstellung

∫

d3x′〈xa|Γi|x′b〉
[

Û cb(x′)δAc
i (x

′) +
i

g
D̂bc

i (x′)(λ(x′)c
dδφ

d(x′))

]

= 0, (2.130)

welche formal nach δφ aufgelöst werden kann

δφa(x) = −gλ−1(x)b
a

∫

d3x′〈xb|(ΓjD̂j)
−1Γi|x′c〉Ûdc(x′)δAd

i (x
′) (2.131)

und damit die Funktionalableitung

δφa(x)

δAb
i(x

′)
= −gλ−1(x)c

a〈xc|(ΓjD̂j)
−1Γi|x′d〉Û bd(x′) (2.132)

bestimmt. In dieser Gleichung bezeichnet (ΓjD̂j)
−1 die inverse Matrix von ΓjD̂j , deren Ma-

trixelemente im Farb- und Lorentzraum durch

〈xa|ΓjD̂j |x′b〉 =

∫

d3x′′〈xa|Γj |x′′c〉〈x′′c|D̂j |x′b〉 (2.133)

mit der antisymmetrischen Matrix D̂j

〈xa|D̂j |x′b〉 = D̂ab
j (x)δ(x − x′) (2.134)

gegeben sind. Das Einsetzen der Relation (2.131) in die Beziehung (2.127) führt auf den
Zusammenhang

δCa
i (x) =

∫

d3x′
[

Û ba(x′)δijδ(x − x′) − 〈xa|D̂i(ΓkD̂k)
−1Γj |x′c〉Û bc(x′)

]

δAb
j(x

′) (2.135)

und ergibt damit für die Funktionalableitung von C nach A

δCa
i (x)

δAb
j(x

′)
= Û ba(x)δijδ(x − x′) − 〈xa|D̂i(ΓkD̂k)

−1Γj |x′c〉Û bc(x′). (2.136)

Diese erfüllt inbesondere die Eichbedingung (2.103)

∫

d3x〈x′′c|Γi|xa〉
δCa

i (x)

δAb
j(x

′)
= 0. (2.137)
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Mit den Funktionalableitungen (2.132) und (2.136) sind wir in der Lage, die im kinetischen
Operator (2.109) enthaltene inverse Metrik (2.110) – (2.112) zu bestimmen, und erhalten
nach einer kurzen Umformung

M−1(x,x′)ab = g2λ−1(x)c
aλ

−1(x′)d
b〈xc|(ΓiD̂i)

−1(ΓkΓ
†
k)(D̂

†
jΓ

†
j)

−1|x′d〉 (2.138)

M−1(x,x′)a
bi = −gλ−1(x)c

b〈xc|(ΓjD̂j)
−1Γi|x′a〉

+ gλ−1(x)c
b〈xc|(ΓjD̂j)

−1(ΓkΓ
†
k)(D̂

†
nΓ†

n)−1D̂†
i |x′a〉 (2.139)

M−1(x,x′)ab
ij = δabδijδ(x − x′) − 〈x′b|D̂j(ΓnD̂n)−1Γi|xa〉 − 〈xa|D̂i(ΓnD̂n)−1Γj |x′b〉

+ 〈xa|D̂i(ΓnD̂n)−1(ΓkΓ
†
k)(D̂

†
mΓ†

m)−1D̂†
j |x′a〉. (2.140)

Zur Berechnung der Determinante M (2.107), benutzen wir für die Variation des eichfixierten
Feldes C basierend auf (2.119)

δCa
i (x) =

∑

N

fa
i (x)NδQN (2.141)

und verwenden eine entsprechende Konstruktion für die Variation des Eichfeldes A der Weyl-
eichung in der Form

δAa
i (x) = Ûab(x)

[

δAb
i(x)I + δAb

i(x)II

]

, (2.142)

mit

δAa
i (x)I ≡

∑

ξ

〈xa|Γ†
i (ΓjΓ

†
j)

− 1
2 |ξ〉δqξ (2.143)

δAa
i (x)II ≡

∑

N

fa
i (x)NδqN . (2.144)

Die Summe in (2.143) läuft über einen vollständigen, orthogonalen Satz von Basisvektoren im
Funktionalraum F = {|xa〉}. In dieser Zerlegung repräsentiert δAI denjenigen Anteil von δA,
der im Unterraum von F̄ = {|ixa〉} liegt, welcher durch die Abbildung (2.115) aufgebaut wird.
Dementsprechend beinhaltet δAII die Komponente von δA, welche im dazu komplementären
Raum liegt und wegen (2.116) orthogonal auf δAI steht.

Insgesamt betrachten wir damit folgende Koordinatentransformation

(qξ, qN )
α−−−−−→ A(x)

U†(x)−−−−−−−−→ (C(x), φ(x))
β−−−−−→ (QN , φ(x)),

(2.145)

wobei die Abbildungen α und β durch (2.142) und (2.141) definiert sind. Bezüglich dieser
Transformationen α und β gelten unter Verwendung von (2.116) und der Tatsache, daß die
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Ansatzfunktionen fa
i (x)N reell sind, die folgenden Orthogonalitätsrelationen

∫

d3xfa
i (x)Nf

a
i (x)N ′ =

∫

d3x〈ixa|N〉〈ixa|N ′〉 =

∫

d3x〈N |ixa〉〈ixa|N ′〉

= 〈N |N ′〉 = δNN ′ (2.146)
∫

d3xfa
i (x)Ng

a
i (x)ξ =

∫

d3x〈ixa|N〉〈xa|Γ†
i (ΓjΓ

†
j)

− 1
2 |ξ〉

=
∑

ξ′

∫

d3x〈ixa|N〉〈xa|Γ†
i |ξ′〉〈ξ′|(ΓjΓ

†
j)

− 1
2 |ξ〉

=
∑

ξ′

∫

d3x〈ixa|N〉〈ixa|ξ̄′〉〈ξ′|(ΓjΓ
†
j)

− 1
2 |ξ〉

=
∑

ξ′

〈N |ξ̄′〉〈ξ′|(ΓjΓ
†
j)

− 1
2 |ξ〉 = 0 (2.147)

∫

d3xga
i (x)ξg

a
i (x)ξ′ =

∫

d3x〈xa|Γ†
i (ΓjΓ

†
j)

− 1
2 |ξ〉〈xa|Γ†

i (ΓkΓ
†
k)

− 1
2 |ξ′〉

=

∫

d3x〈ξ|((ΓjΓ
†
j)

− 1
2 )†Γi|xa〉〈xa|Γ†

i (ΓkΓ
†
k)

− 1
2 |ξ′〉

= 〈ξ|(ΓjΓ
†
j)

− 1
2 (ΓiΓ

†
i )(ΓkΓ

†
k)

− 1
2 |ξ′〉

= 〈ξ|ξ′〉 = δξξ′ (2.148)

mit den reellen Funktionen18

ga
i (x)ξ ≡ 〈xa|Γ†

i (ΓjΓ
†
j)

− 1
2 |ξ〉. (2.149)

Aufgrund dieser Zusammenhänge sind beide Abbildungen α und β orthogonale Transforma-
tionen, und damit besitzt wegen det(α) = det(β) = 1 die Determinante der Metrik (2.107)
die Darstellung

M− 1
2 =

∣
∣
∣
∣
det

(
δ(C, φ)

δ(A)

)∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
det

(
δ(QN , φ)

δ(qξ, qN )

)∣
∣
∣
∣
. (2.150)

Unter Verwendung der Relationen (2.132), (2.136), (2.143), (2.144) und der Orthogonalitäts-
relationen (2.146) – (2.148) folgt für die einzelnen Blöcke der Determinanten (2.150)

δφa(x)

δqξ
=

∫

d3x′
δφa(x)

δAb
i(x

′)

δAb
i(x

′)
δqξ

= 〈xa| − gλ−1(ΓiD̂i)
−1(ΓjΓ

†
j)

1
2 |ξ〉 (2.151)

δφa(x)

δqN
=

∫

d3x′
δφa(x)

δAb
i(x

′)

δAb
i(x

′)
δqN

= 0 (2.152)

18Die Funktionen g sind reell, da die Matrixelemente des Operators Γi im Funktionenraum F = {|xa〉} reell
sind.
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und

δQN

δqξ
=

∫

d3xfa
i (x)N

δCa
i (x)

δqξ
=

∫

d3x

∫

d3x′fa
i (x)N

δCa
i (x)

δAb
j(x

′)

δAb
j(x

′)

δqξ

= −
∫

d3xfa
i (x)N 〈xa|D̂i(ΓjD̂j)

−1(ΓnΓ†
n)

1
2 |ξ〉 (2.153)

δQN

δqN ′

=

∫

d3xfa
i (x)N

δCa
i (x)

δqN ′

=

∫

d3x

∫

d3x′fa
i (x)N

δCa
i (x)

δAb
j(x

′)

δAb
j(x

′)

δqN ′

= δNN ′ . (2.154)

Demzufolge besitzt M− 1
2 die folgende Struktur

M− 1
2 =

∣
∣
∣
∣
∣
det

[

−gλ−1(ΓiD̂i)
−1(ΓjΓ

†
j)

1
2 0

δQN

δqξ

]∣
∣
∣
∣
∣
=
∣
∣
∣det

(

−gλ−1(ΓiD̂i)
−1(ΓjΓ

†
j)

1
2

)∣
∣
∣ , (2.155)

und damit beschränkt sich die Determinantenbildung auf den Funktionenraum F = {|xa〉}.
Für die Transformationsdeterminante M

1
2 erhalten wir daraus die Darstellung

M
1
2 =

∣
∣
∣
∣
det

(
1

g
(ΓjΓ

†
j)

− 1
2

)

J [C] det (λ)[φ]

∣
∣
∣
∣

(2.156)

mit

J [C] = det
(

−ΓiD̂i(C)
)

. (2.157)

Während die erste Determinante auf der rechten Seite von (2.156) eine triviale Konstan-
te (unabhängig von den Koordinaten C und φ) ist, repräsentiert J [C] als Funktional von
C die Faddeev-Popov-Determinante und det(λ)[φ] ein weiteres nichttriviales Funktional der
redundanten Freiheitsgrade φ.

Nachdem sowohl mit den Relationen (2.138) – (2.140) die TransformationsmetrikM−1(x,x′)
als auch mit der Gleichung (2.156) die Determinante der Metrik bestimmt ist, können wir
diese Ergebnisse in den Ausdruck (2.109) für den kinetischen Term des Hamiltonoperators
einsetzen und erhalten für diesen nach einer entsprechenden Umformung die folgende Dar-
stellung in den gekrümmten Koordinaten C und φ

HT =
1

2

∫

d3xJ −1[C]P a
i (x)J [C]P a

i (x)

+
1

2

∫

d3x

∫

d3x′
[

det(λ)−1(−g)pa(x)λ−1(x)b
a〈xb|F |x′c〉det(λ)(−g)λ−1(x′)c

dpd(x
′)

+ det(λ)−1(−g)pa(x)λ−1(x)b
a〈xb|FD̂i|x′c〉det(λ)P c

i (x′)

+ J −1[C] (−P a
i (x)) 〈xa|D̂iF |x′b〉J [C](−g)λ−1(x′)b

cpc(x
′)

+ J −1[C] (−P a
i (x)) 〈xa|D̂iFD̂j |x′b〉J [C]

(

−P b
j (x′)

) ]

(2.158)

mit dem Operator

F [C] = (ΓiD̂i)
−1(ΓjΓ

†
j)(D̂

†
nΓ†

n)−1. (2.159)
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In der vorliegenden Formulierung des kinetischen Operators sind mit den Koordinaten φa,
deren kanonisch konjugierten Impulse pa und der Determinanten det(λ) immer noch Objekte
mit unphysikalischen Freiheitsgraden enthalten. Die Eliminierung dieser Freiheitsgrade durch
die Auflösung des Gaußschen Gesetzes erfordert allerdings zunächst die Transformation dieser
Zwangsbedingung in die neuen Koordinaten (C, φ).

2.6.2 Gaußoperator

Als Vorbereitung für die Transformation des Gaußschen Gesetzes (2.35) und die anschließende
Elimination der redundanten Freiheitsgrade φ werden wir im folgenden zunächst weitere
relevante Größen definieren und einige wichtige Relationen ableiten. Analog zu (2.126) führen
wir durch

i
∂U

∂φa
U−1 ≡ tbΛb

a (2.160)

die Funktionen Λ ein, welche ebenfalls reell sind und aufgrund der Relation (2.125) mit den
Funktionen λ über die orthogonale Matrix Û verknüpft sind

Λb
a = Û bcλc

a, (2.161)

und daher insbesondere übereinstimmende Determinanten

det(Λ) = det(λ) (2.162)

besitzen. Ferner definieren wir mit Hilfe der Funktionen λ und Λ zwei Sätze von Operatoren
{j} und {J}

ja ≡ (λ−1)a
bpb (2.163)

Ja ≡ (Λ−1)a
bpb , (2.164)

welche wiederum über die orthogonale Matrix Û

Ja = Ûabjb bzw. ja = Û baJb (2.165)

miteinander verbunden sind. Im Fall der SU(2)-Eichgruppe können die Operatoren {J} und
{j} als verallgemeinerte Drehimpulsoperatoren im Labor- bzw. rotierenden Bezugssystem
angesehen werden. Sowohl die Funktionen λ, Λ als auch die Operatoren j, J enthalten eine
Ortsabhängigkeit, welche auf der Abhängigkeit dieser Größen von φa(x) und pa(x) basiert.
Die Differentiation der Gleichung (2.126) nach φ führt auf die Relation

∂λ(x)c
b

∂φa(x′)
= 2 tr

(

iU−1(x)
∂2U(x)

∂φa(x′)∂φb(x)
tc
)

+ 2 tr

(

i
∂U−1(x)

∂φa(x′)
∂U(x)

∂φb(x)
tc
)

(2.166)

und ermöglicht die Ableitung der Kommutatorrelation
[

ja(x), jb(x′)
]

= −ifabcjc(x)δ(x − x′). (2.167)

Eine entsprechende Relation läßt sich aus der nach φ differenzierten Gleichung (2.160) für
die Operatoren J herleiten

[

Ja(x), Jb(x′)
]

= ifabcJc(x)δ(x − x′). (2.168)
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Ferner führt die Ableitung von (2.125) nach φ auf den Zusammenhang

∂Û bc(x)

∂φa(x′)
= 2 tr

(
∂U−1(x)

∂φa(x′)
tbU(x)tc

)

+ 2 tr

(

U−1(x)tb
∂U(x)

∂φa(x′)
tc
)

, (2.169)

aus dem sich die Beziehungen

[

ja(x), U bc(x′)
]

= −ifacdU bd(x)δ(x − x′) (2.170)
[

Ja(x), U bc(x′)
]

= ifabdUdc(x)δ(x − x′) (2.171)

ableiten lassen. Mit Verwendung der Relationen (2.170) und (2.167) folgt dann die Vertausch-
barkeit der beiden Operatoren J und j

[

Ja(x), jb(x′)
]

= 0. (2.172)

Die Anwendung der Determinantendarstellung det(A) = ǫi1...iNAi1 . . . AiN
19 einer Matrix

A ∈ R
n×n auf det(λ) ermöglicht die Ableitung der Relation

det(λ)−1 ∂

∂φa(x)
det(λ) = λ−1(x)c

b

∂

∂φa(x)
λ(x)c

b. (2.173)

Insbesondere im Hinblick auf die Eliminierung der redundanten Freiheitsgrade φ im Hamil-
tonoperator (2.158) im nächsten Abschnitt werden wir im folgenden eine sehr wichtige Rela-
tion ableiten, indem wir den Kommutator

[
pa, (λ

−1)b
a det(λ)

]
betrachten. Mit der Beziehung

(2.173) folgt

[

pa, (λ
−1)b

a det(λ)
]

=
δ
[
(λ−1)b

a det(λ)
]

iδφa

=
1

i
det(λ)

(
δ(λ−1)b

a

δφa
+ (λ−1)b

a(λ
−1)d

c

δλd
c

δφa

)

. (2.174)

Die weitere Umformung unter Verwendung der Relation (2.166) und der Beziehung

δ(λ−1)b
a

δφ
= −(λ−1)c

a

δλc
d

δφ
(λ−1)b

d

führt auf das Ergebnis

[

pa, (λ
−1)b

a det(λ)
]

= 0. (2.175)

Für die Transformation des Gaußoperators (2.33) Ga(x) = g−1D̃ab
i Πb

i(x) benötigen wir eine
Relation, welche die im Gaußoperator enthaltene kovariante Ableitung

D̃ab
i (A) = δab∂i + g(T̂ c)abAc

i (2.176)

19Dabei ist ǫi1...iN = 1, falls (i1, . . . , iN ) mit ik ∈ {1, . . . , N} eine gerade Permutation darstellt, −1, falls
(i1, . . . , iN ) eine ungerade Permutation ist, und 0 für alle anderen Fälle.
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bezüglich des Eichfelds A in der Weyleichung20 mit der kovarianten Ableitung (2.128) D̂ab
i (C)

verbindet. Dazu betrachten wir den Ausdruck

D̃ab
i Û

bc = δab(∂iÛ
bc) + δabÛ bc∂i − gfabdAd

i Û
bc. (2.177)

Die Multiplikation von (2.101) mit dem Generator tb und anschließender Spurbildung führt
mit Verwendung von (2.125) und (2.160) auf die Darstellung

Aa
i = ÛabCb

i −
1

g
Λa

b (∂iφ
b). (2.178)

Für die in (2.177) enthaltene Ableitung (∂iÛ
bc) erhalten wir unter Benutzung der Relationen

(2.125) und (2.160)

∂iÛ
bc = (∂iφ

d)Λe
dÛ

fcfefb. (2.179)

Durch das Einsetzen der beiden Relationen (2.178) und (2.179) in die Gleichung (2.177) ergibt
sich der Zusammenhang

D̃ab
i Û

bc = ÛabD̂bc
i (2.180)

zwischen den beiden kovarianten Ableitungen D̃ und D̂.
Im folgenden werden wir unter Benutzung der bisherigen Ergebnisse zeigen, dass der

Gaußoperator (2.33) Ga(x) = g−1D̃ab
i Πb

i(x) und der Operator Ja(x) identisch sind und des-
halb im Gaußschen Gesetz (2.35) keine Funktionalableitung nach dem eichfixierten Feld C
auftritt. Dazu führen wir für den Gaußoperator die Umformung

Ga(x) =
1

g
D̃ab

i (x)
δ

iδAb
i(x)

=
1

g

∫

d3x′
[

D̃ab
i (x)

δφc(x′)

δAb
i(x)

pc(x
′) + D̃ab

i (x)
δCc

j (x
′)

δAb
i(x)

P c
j (x′)

]

(2.181)

durch und betrachten zunächst unter Anwendung von (2.136) den im zweiten Integral ent-
haltenen Term

D̃ab
i (x)

δCc
j (x

′)

δAb
i(x)

= D̃ab
i (x)Û bc(x)δijδ(x − x′) − D̃ab

i (x)〈x′c|D̂j(ΓkD̂k)
−1Γi|xd〉Û bd(x).

(2.182)

Mit Verwendung der Relationen (2.180) und D̃†
i = −D̃i finden wir

D̃ab
i (x)

δCc
j (x

′)

δAb
i(x)

= −〈x′c|
(

ÛT δij − D̂j(ΓkD̂k)
−1ΓiÛ

T
)

D̃i|xa〉 (2.183)

und erhalten mit Benutzung der adjungierten Relation (2.180) das Ergebnis

D̃ab
i (x)

δCc
j (x

′)

δAb
i(x)

= 0. (2.184)

20In diesem Abschnitt bezeichnen wir zur besseren Unterscheidung mit D̃i die kovariante Ableitung bezüglich
des Eichfelds A in der Weyleichung.
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Die Umformung des ersten Terms in (2.181) mit Hilfe der Gleichung (2.132) und der Beziehung
(2.180) führt auf

D̃ab
i (x)

δφc(x′)

δAb
i(x)

= −D̃ab
i (x)gλ−1(x′)d

c〈x′d|(ΓjD̂j)
−1Γi|xe〉Û be(x)

= −gλ−1(x′)d
c〈x′d|(ΓjD̂j)

−1ΓiÛ
†D̃i|xa〉

= gλ−1(x′)d
c〈x′d|(ΓjD̂j)

−1ΓiD̂iÛ
†|xa〉

= gλ−1(x)d
c Û

ad(x)δ(x − x′). (2.185)

Das Einsetzen dieser Relation zusammen mit (2.184) in die Darstellung (2.181) zeigt, daß der
Gaußoperator tatsächlich mit dem Operator Ja übereinstimmt

Ga(x) = Ja(x) = Λ−1(x)a
bpb(x) (2.186)

und deshalb im Gaußschen Gesetz (2.35) lediglich Funktionalableitungen bezüglich der red-
undanten Freiheitsgrade φ auftreten.

2.6.3 Auflösung des Gaußschen Gesetzes

Aufgrund der Relation (2.186) besitzt das Gaußsche Gesetz (2.35) ohne die Anwesenheit
äußerer Farbladungen in den neuen Feldkoordinaten (C, φ) die Form

Λ−1(x)a
b

δ

iδφb(x)
Ψ[C, φ] = 0. (2.187)

Es wird daher von allen Wellenfunktionalen erfüllt, die nicht von den redundanten Freiheits-
graden φ abhängen, aber ansonsten völlig beliebig sind

Ψ[C, φ] = Ψ[C]. (2.188)

Diese Wellenfunktionale müssen, bis auf die Normierbarkeit, keine Zwangsbedingungen mehr
erfüllen und bilden daher den physikalischen Sektor des Hilbertraumes.

Im folgenden betrachten wir Matrixelemente des kinetischen Operators HT (2.158) inner-
halb dieses Hilbertraumsektors, indem wir die Zwangsbedingung (2.187), also pa(x)Ψ = 0,
implementieren. Dazu formen wir den Operator HT (2.158) durch die Benutzung der Kom-
mutatorrelation (2.175) um und erhalten dadurch die Darstellung

HT =
1

2

∫

d3xJ −1[C]P a
i (x)J [C]P a

i (x)

+
1

2

∫

d3x

∫

d3x′
[

det(λ)−1(−g)pa(x)λ−1(x)b
a〈xb|F |x′c〉det(λ)(−g)λ−1(x′)c

dpd(x
′)

+ det(λ)−1(−g)λ−1(x)b
a〈xb|FD̂i|x′c〉det(λ)P c

i (x′)pa(x)

+ J −1[C] (−P a
i (x)) 〈xa|D̂iF |x′b〉J [C](−g)λ−1(x′)b

cpc(x
′)

+ J −1[C] (−P a
i (x)) 〈xa|D̂iFD̂j |x′b〉J [C]

(

−P b
j (x′)

) ]

. (2.189)
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Das Matrixelement 〈Φ|HT |Ψ〉 dieses Operators bezüglich der beiden Wellenfunktionale Φ und
Ψ, welche beide paΦ = paΨ = 0 und daher das Gaußsche Gesetz (2.187) erfüllen, hat dann
die Form

〈Φ |HT |Ψ〉 =
1

2

∫

d3x
〈
Φ
∣
∣J −1[C]P a

i (x)J [C]P a
i (x)

∣
∣Ψ
〉

+
1

2

∫

d3x

∫

d3x′
〈

Φ
∣
∣
∣

[

J −1[C] (−P a
i (x)) 〈xa|D̂iFD̂j |x′b〉J [C]

(

−P b
j (x′)

)]∣
∣
∣Ψ
〉

.

(2.190)

Damit repräsentieren diese beiden verbleibenden Terme in HT den physikalischen Anteil des
kinetischen Operators HT , und somit erhalten wir zusammen mit der potentiellen Energie
(2.84) schließlich den Hamiltonoperator

H =
1

2

∫

d3x
[
J −1[C]P a

i (x)J [C]P a
i (x) +Ba

i (x)Ba
i (x)

]

+
1

2

∫

d3x

∫

d3x′J −1[C] (−P a
i (x)) 〈xa|D̂iFD̂j |x′b〉J [C]

(

−P b
j (x′)

)

. (2.191)

In dieser Formulierung sind die redundanten Freiheitsgrade φ durch die Auflösung des Gauß-
schen Gesetzes vollständig eliminiert, da sowohl die Zustände (2.188) als auch der vorliegende
Hamiltonoperator keine Abhängigkeit in φ mehr besitzen.

Die Berechnung der Matrixelemente verschiedener Operatoren O[C,P ], wie etwa des Ha-
miltonoperators (2.191), erfolgt in den neuen Feldkoordinaten (C, φ) unter Verwendung der
Transformationsdeterminanten (2.156) durch

〈Φ |O[C,P ]|Ψ〉 =

∫

DAΦ[C]∗O[C,P ]Ψ[C]

=

∫

DC
∫

Dφ
∣
∣
∣
∣
det

(
∂(A)

∂(C, φ)

)∣
∣
∣
∣
Φ[C]∗O[C,P ]Ψ[C]

=

∫

DC
∫

Dφ
∣
∣
∣
∣
det

(
1

g
(ΓjΓ

†
j)

− 1
2

)∣
∣
∣
∣
|det (λ)| |J [C]|Φ[C]∗O[C,P ]Ψ[C]

= N
∫

DC |J [C]|Φ[C]∗O[C,P ]Ψ[C]. (2.192)

Dabei bezeichnet

N =

∣
∣
∣
∣
det

(
1

g
(ΓjΓ

†
j)

− 1
2

)∣
∣
∣
∣

∫

Dφ |det (λ)| (2.193)

eine von C unabhängige und damit triviale Normierungskonstante, welche letztlich in die
Normierung der beiden Zustände Φ und Ψ zu absorbieren ist. Damit sind die Matrixelemente
eichinvarianter Operatoren durch ein Pfadintegral über die gekrümmten Feldkoordinaten C
bestimmt, wobei das nichttriviale Integrationsmaß J [C] die Krümmung im Konfigurations-
raum repräsentiert.

Im Fall der Coulombeichung, also bei der Wahl Γi = ∂i, erhalten wir für den Hamilton-
operator (2.191) die Darstellung

H =
1

2

∫

d3x
[
J −1[C]P a

i (x)J [C]P a
i (x) +Ba

i (x)Ba
i (x)

]

+
1

2

∫

d3x

∫

d3x′J −1[C]
(

facdCc
i (x)P d

i (x)
)

F ab(x,x′, C]J [C]
(

f befCe
j (x′)P f

j (x′)
)

(2.194)
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2.6. EICHFIXIERUNG UND AUFLÖSUNG DES GAUSSSCHEN GESETZES DURCH

EXPLIZITE ELIMINATION DER UNPHYSIKALISCHEN FREIHEITSGRADE

mit dem bereits in (2.95) eingeführten nicht-abelschen Coulombpropagator

F ab(x,x′, C] = 〈xa|(−∂iD̂i(C))−1(−∆)(−∂jD̂j(C))−1|x′b〉. (2.195)

Diese Formulierung (2.194) ist bis auf die Anwesenheit äußerer Farbladungen identisch zu
der Darstellung (2.97) des Hamiltonoperators, die im Abschnitt 2.5 mit Hilfe der Faddeev-
Popov-Methode abgeleitet wurde.



Kapitel 3

Variationsbehandlung der

funktionalen

Yang-Mills-Schrödingergleichung in

Coulombeichung

In diesem Kapitel untersuchen wir den Vakuumzustand der Yang-Mills-Theorie in der Cou-
lombeichung. Anstelle der üblichen Pfadintegralformulierung benützen wir hier das bereits
im Kapitel 2 diskutierte funktionale Schrödingerbild der Yang-Mills-Theorie in der Cou-
lombeichung. Im Rahmen dieser Formulierung lösen wir, unter Verwendung eines Variati-
onsprinzipes, die stationäre Schrödingergleichung der Yang-Mills-Theorie basierend auf dem
Hamiltonoperator (2.97) in der Coulombeichung. Hierfür verwenden wir einen physikalisch
motivierten Ansatz für das Wellenfunktional des Vakuums, welcher am Gribov-Horizont di-
vergent ist und damit die Tatsache berücksichtigt, daß die dominanten Infrarotfreiheitsgrade
der Theorie, wie etwa Zentrumswirbel, auf dem Gribov-Horizont lokalisiert sind. Wir zei-
gen im Rahmen dieser Untersuchung, daß die Krümmung des Konfigurationsraumes, welche
durch die Faddeev-Popov-Determinante repräsentiert wird, für das Infrarotverhalten von zen-
traler Bedeutung ist und damit das nicht-perturbative Verhalten der Theorie, insbesondere
die Eigenschaft des Farbeinschlusses, bestimmt.

Das hier vorliegende Kapitel setzt sich aus den folgenden Teilen zusammen: Ausgehend
von der Hamiltonschen Formulierung der Yang-Mills-Theorie in der Coulombeichung im Ab-
schnitt 3.1, diskutieren wir im Abschnitt 3.2 zunächst unseren physikalisch motivierten Ansatz
für das Vakuumwellenfunktional und berechnen relevante Erwartungswerte. Wir betrachten
dabei insbesondere verschiedene Propagatoren und die Krümmung im Konfigurationsraum.
Anschließend berechnen wir im Abschnitt 3.3 die Vakuumenergie, welche ein Funktional der
im Ansatz enthaltenen Variationsfunktion ist. Die Minimierung dieser Energie im Abschnitt
3.4 führt auf ein gekoppeltes System nichtlinearer Schwinger-Dyson-Integralgleichungen für
die Gluonenergie, den Geistpropagator, die Krümmung im Konfigurationsraum und den
Coulomb-Formfaktor.

Im Abschnitt 3.5 diskutieren wir dann für den Fall der (3+1)-dimensionalen Yang-Mills-
Theorie die asymptotischen Eigenschaften der Lösungen dieser Integralgleichungen sowohl
im ultravioletten als auch im infraroten Bereich. Nach einer ausführlichen Diskussion der
Renormierung des Integralgleichungssystems präsentieren wir die vollständigen numerischen
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3.1. HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER YANG-MILLS-THEORIE IN

COULOMBEICHUNG

Lösungen für D = 3 + 1 Dimensionen.
Im Abschnitt 3.6 wenden wir die hier vorliegende nicht-perturbative Behandlung auf

die (2 + 1)-dimensionale Yang-Mills-Theorie an, welche insbesondere im Hinblick auf den
Mechanismus des Farbeinschlusses von Interesse ist. Im Gegensatz zur (3 + 1)-dimensionalen
Theorie besitzt das Integralgleichungssystem für D = 2+1 nur dann eine konsistente Lösung,
falls die Krümmung des Konfigurationsraumes vollständig implementiert wird. Diese Aussage
läßt sich ohne die Benutzung einer Näherung exakt beweisen und verdeutlicht damit die
zentrale Bedeutung der Krümmung. Im folgenden diskutieren wir dann die Renormierung in
D = 2 + 1 und präsentieren anschließend die numerischen Lösungen.

Die in dem vorliegenden Kapitel 3 dargelegten Untersuchungen zur Yang-Mills-Theorie
basieren auf den Arbeiten [40, 41, 42].

3.1 Hamiltonsche Formulierung der Yang-Mills-Theorie in

Coulombeichung

Wir werden die hier zu diskutierende nicht-perturbative Behandlung der Yang-Mills-Theorie
mit Hilfe des Variationsprinzips allgemein für D = d+1 Dimensionen (d = 2, 3) ableiten. Der
Ausgangspunkt für diese Variationsbehandlung bildet die im Kapitel 2 ausführlich erläuterte
Hamiltonsche Formulierung der Yang-Mills-Theorie in der Coulombeichung. In dieser Eichung
sind die physikalischen Freiheitsgrade (Koordinaten) der Theorie durch die transversalen
Komponenten des Eichfeldes

A⊥
i (x) = tij(x)Aj(x) (3.1)

mit dem transversalen Projektor

tij(x) = δij −
∂i∂j

∂2
(3.2)

gegeben. Die kanonisch konjugierten Impulsoperatoren haben die Darstellung

Π⊥a
i (x) = tik(x)

δ

iδAa
k(x)

≡ δ

iδA⊥a
i (x)

(3.3)

und erfüllen die Vertauschungsrelationen der kanonischen Quantisierung

[

A⊥a
i (x) , Π⊥b

j (x′)
]

= iδabtij(x)δ
(
x − x′) (3.4)

[

A⊥a
i (x) , A⊥b

j (x′)
]

=
[

Π⊥a
i (x) , Π⊥b

j (x′)
]

= 0. (3.5)

Wie bereits im Abschnitt 2.5 gezeigt, besitzt der Hamiltonoperator in der Coulombeichung
die Form

H =
1

2

∫

ddx
[

J −1[A⊥]Π⊥a
i (x)J [A⊥]Π⊥a

i (x) +Ba
i (x)2

]

+
g2

2

∫

ddx

∫

ddx′J −1[A⊥]ρa(x)F ab
(
x,x′)J [A⊥]ρb(x′) , (3.6)

wobei durch die Faddeev-Popov-Determinante
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J [A⊥] = det
(

−∂iD̂i(A
⊥)
)

(3.7)

mit D̂i = ∂i + gÂ⊥
i die Krümmung des Konfigurationsraumes zum Ausdruck kommt. Das

nicht-abelsche Magnetfeld

Bk =
1

2
ǫkijFij für d = 3 (3.8)

B =
1

2
ǫijFij für d = 2 (3.9)

ist im d = 2 dimensionalen Fall ein skalares Feld, wobei ǫij den vollständig antisymmetrischen
Tensor in 2 Raumdimensionen darstellt (ǫ12 = −ǫ21 = 1 , ǫ11 = ǫ22 = 0). Dabei bezeichnet
Fij den nicht-abelschen Feldstärketensor

Fij =
i

g
[Di, Dj ] , (3.10)

wobei Di = ∂i − igAi die kovariante Ableitung in der fundamentalen Darstellung ist.
Wie die detaillierte Diskussion im Abschnitt 2.6 zeigt, basiert der kinetische Term des Ha-

miltonoperators (3.6) (erster Term) auf dem funktionaltheoretischen Analogon des Laplace-
Beltrami-Operators [39] in einem gekrümmten Raum. Die magnetische Energie (zweiter
Term) repräsentiert den Potentialterm für das Eichfeld. Der sogenannte Coulombterm (drit-
ter Term) resultiert, ebenso wie der kinetische Term, aus der ursprünglichen kinetischen
Energie in der Weyleichung und beschreibt die Wechselwirkung zwischen nicht-abelschen
Farbladungsdichten

ρa(x) = −Â⊥ab
i (x)Π⊥b

i (x) + ρa
m(x) (3.11)

über den Coulombpropagator

F ab
(
x,x′) = 〈xa|(−D̂i∂i)

−1(−∂2)(−D̂j∂j)
−1|x′b〉 . (3.12)

Dieser Propagator ist das nicht-abelsche Analogon zu dem gewöhnlichen Coulombpropagator
der QED 〈x| 1

−∂2 |x′〉 und nimmt für das störungstheoretische Vakuum A⊥ = 0 diese einfache
Form an. Für die folgenden Berechnungen gehen wir von einer verschwindenden äußeren
Farbladungsdichte ρm = 0 aus.

Da der Faddeev-Popov-Operator −∂iD̂i[A
⊥] die Metrik des gekrümmten Konfigurations-

raumes repräsentiert, beinhaltet das Integrationsmaß im Raum der transversalen Eichpoten-
tiale A⊥ die Determinante J [A⊥] dieses Operators. Demzufolge ist das Matrixelement eines
beliebigen Operators O[A⊥,Π⊥] bezüglich der Wellenfunktionale Ψ1[A

⊥] und Ψ2[A
⊥] durch

〈Ψ1|O|Ψ2〉 =

∫

DA⊥J [A⊥]Ψ∗
1[A

⊥]O[A⊥,Π⊥]Ψ2[A
⊥] (3.13)

definiert. Diese Darstellung des Matrixelementes 〈Ψ1|O|Ψ2〉 haben wir bereits im Abschnitt
2.5 abgeleitet, indem wir in der Weyleichung von eichinvarianten Wellenfunktionalen ausgin-
gen und die Fixierung der Coulombeichung mit Hilfe der Faddeev-Popov-Methode vornah-
men.

Analog zur Behandlung von kugelsymmetrischen Systemen in der gewöhnlichen Quanten-
mechanik ist der Übergang zu

”
radialen“ Wellenfunktionalen

Ψ̃[A⊥] = J 1
2 [A⊥]Ψ[A⊥] (3.14)
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und der entsprechenden Transformation für die Operatoren

Õ = J 1
2 [A⊥]OJ − 1

2 [A⊥] (3.15)

für die weitere Behandlung von Vorteil. In dieser Darstellung verschwindet formal die
Faddeev-Popov-Determinante J [A⊥] im Pfadintegral des Matrixelementes (3.13)

〈Ψ1|O|Ψ2〉 =

∫

DA⊥Ψ̃∗
1[A

⊥] Õ Ψ̃2[A
⊥] ≡ 〈Ψ̃1|Õ|Ψ̃2〉 . (3.16)

In der vorliegenden Arbeit interessieren wir uns für die Struktur des Yang-Mills-Vakuums.
Das Wellenfunktional, welches diesen Zustand beschreibt, ist definitionsgemäß die Lösung der
funktionalen Yang-Mills-Schrödingergleichung

HΨ = EΨ (3.17)

mit dem niedrigsten Energieeigenwert E und kann grundsätzlich mit Hilfe des Variations-
prinzipes

〈Ψ|H|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 −→ min (3.18)

berechnet werden. Für die konkrete Berechnung des Erwartungswertes des Hamiltonoperators
H̃ = J 1

2HJ − 1
2 ist es von Vorteil, eine partielle Integration im Pfadintegral der kinetischen

Energie und der Coulombenergie durchzuführen.

Für die kinetische Energie gilt

Ek = 〈Ψ̃|H̃k|Ψ̃〉 =
1

2

∫

ddx

∫

DA⊥Ψ̃∗[A⊥]J − 1
2 Π⊥a

i (x)J 1
2J 1

2 Π⊥a
i (x)J − 1

2 Ψ̃[A⊥]

=
1

2

∫

ddx

∫

DA⊥ δ

iδA⊥a
i (x)

[

Ψ̃∗[A⊥]J 1
2 Π⊥a

i (x)J − 1
2 Ψ̃[A⊥]

]

+
1

2

∫

ddx

∫

DA⊥
[

Π̃⊥a
i (x)Ψ̃[A⊥]

]∗ [
Π̃⊥a

i (x)Ψ̃[A⊥]
]

(3.19)

mit dem transformierten Impulsoperator

Π̃⊥a
i (x) = J 1

2 [A⊥]Π⊥a
i (x)J − 1

2 [A⊥]. (3.20)

Wir gehen im folgenden davon aus, daß der Oberflächenterm (erster Term) in (3.19) keinen
Beitrag zur Energie liefert. Die Umformung der Coulombenergie durch eine partielle Integra-
tion erfolgt auf dieselbe Weise, und wir erhalten damit insgesamt für den Erwartungswert
des Hamiltonoperators (3.6)

E = 〈Ψ|H|Ψ〉 = 〈Ψ̃|H̃|Ψ̃〉 = Ek + Ep + Ec , (3.21)

mit der kinetischen Energie

Ek =
1

2

∫

DA⊥
∫

ddx
[

Π̃⊥a
i (x)Ψ̃[A⊥]

]∗ [
Π̃⊥a

i (x)Ψ̃[A⊥]
]

, (3.22)
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der magnetischen Energie

Ep =
1

2

∫

DA⊥
∫

ddx Ψ̃∗[A⊥]Ba
i (x)2Ψ̃[A⊥] (3.23)

und der Coulombenergie

Ec = −g
2

2

∫

DA⊥
∫

ddx

∫

ddx′
[

Π̃⊥c
i (x)Ψ̃[A⊥]

]∗
Â⊥ca

i (x)

· F ab(x,x′)Â⊥bd
j (x′)

[

Π̃⊥d
j (x′)Ψ̃[A⊥]

]

. (3.24)

Für die Berechnung dieser Energien im Abschnitt 3.3 formen wir den transformierten Im-
pulsoperator Π̃⊥ in eine geeignete Darstellung um

Π̃⊥a
i (x) = J 1

2 [A⊥]Π⊥a
i (x)J − 1

2 [A⊥]

= Π⊥a
k (x) − 1

2
Π⊥a

k (x) lnJ [A⊥]. (3.25)

Da der Faddeev-Popov-Operator (−∂iD̂i[A
⊥]) innerhalb der

”
fundamental modular region“

(FMR) positiv definit ist, können wir die
”
proper time“-Darstellung [43, 44]

lnJ [A⊥] = Tr
[

ln(−∂iD̂i[A
⊥])
]

= −
∫ ∞

0

dτ

τ

(

e−τ(−∂iD̂i) − e−τ
)

(3.26)

benutzen und erhalten damit1

Π⊥a
i (x) lnJ [A⊥] = J [A⊥]Tr

[

(−∂iD̂i)
−1Π⊥a

i (x)(−∂jD̂j)
]

= −g
i
tij(x)tr

[

T̂ a
(

∂x′

j 〈x′|(−∂kD̂k)
−1|x〉

)

x′=x

]

. (3.27)

Unter Verwendung dieser Relation folgt für den transformierten Impulsoperator die explizite
Darstellung

Π̃⊥a
i (x) = Π⊥a

i (x) +
g

2i
tij(x) tr

[

T̂ a
(

∂x′

j G(x′,x)
)

x′=x

]

, (3.28)

mit dem inversen Faddeev-Popov-Operator

G =
(

−∂iD̂i

)−1
, (3.29)

welcher im Farb- und Lorentzraum eine Matrix darstellt

〈xa|G|x′b〉 = 〈xa|
(

−∂iD̂i

)−1
|x′b〉 ≡ Gab

(
x,x′) . (3.30)

Der Vakuumerwartungswert dieses Operators definiert den Geistpropagator, welchen wir im
Abschnitt 3.2.2 detailliert diskutieren werden. Formal läßt sich der Operator G in eine geo-
metrische Reihe bezüglich des Eichpotentials A⊥ entwickeln

G =
(

−∂2 − gÂ⊥
i ∂i

)−1
= G0

∞∑

n=0

(

gÂ⊥
i ∂iG0

)n
, (3.31)

1In diesem Zusammenhang bedeutet Tr die Spur bezüglich Farb- und Lorentzraum, wohingegen tr lediglich
die Spur im Farbraum bezeichnet.
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PROPAGATOREN

wobei

G0

(
x,x′) = 〈x|

(
−∂2

)−1 |x′〉 (3.32)

der freie Geistpropagator ist und mit dem gewöhnlichen statischen Coulombpropagator der
QED übereinstimmt. Aus der Entwicklung (3.31) folgt für den inversen Faddeev-Popov-
Operator G die kompakte Darstellung

G = G0 +G0gÂ
⊥
i ∂iG , (3.33)

welche auf der Matrixdarstellung bezüglich des Farb- und Lorentzraumes basiert.2

3.2 Wellenfunktional für das Yang-Mills-Vakuum und Propa-

gatoren

Während die Umformungen im letzten Abschnitt keine Näherungen enthalten und somit
exakt sind, müssen wir für die weitere Behandlung das Wellenfunktional des Yang-Mills-
Vakuums im Rahmen eines Ansatzes näher spezifizieren.

3.2.1 Vakuumwellenfunktional

Die Form des exakten Wellenfunktionals der QED in Coulombeichung [45] motiviert den fol-
genden Gaußschen Ansatz bezüglich der transversalen Eichfelder für das Yang-Mills-Vakuum

Ψ̃[A⊥] = 〈A⊥|ω〉 = N exp

[

−1

2

∫

ddx

∫

ddx′A⊥a
i (x)ω(x,x′)A⊥a

i (x′)

]

, (3.34)

wobei die Konstante N die Normierung 〈Ψ̃|Ψ̃〉 = 1 garantiert.3 Die in diesem Ansatz ent-
haltene Variationsfunktion ω(x,x′) ist aufgrund der Translations- und Rotationsinvarianz
lediglich vom Abstand |x − x′| abhängig. Ferner gehen wir, Bezug nehmend auf die Isotro-
pie des Farbraumes, der Einfachheit halber von einer diagonalen Variationsfunktion ω im
Farbraum aus.

Dieser Gaußsche Ansatz für das Yang-Mills-Vakuum enthält einige sehr interessante
Aspekte. An dieser Stelle ist zu betonen, daß der Gaußsche Ansatz für das radiale Wellenfunk-
tional Ψ̃ (3.14) vorgenommen wurde, dessen Normierung durch ein

”
flaches“ Integrationsmaß

erfolgt (3.16). Das ursprüngliche Wellenfunktional

Ψ[A⊥] = J − 1
2 [A⊥]Ψ̃[A⊥] (3.35)

enthält somit neben dem Gaußschen Ansatz Ψ̃ die Faddeev-Popov-Determinante. Dieses
Funktional J [A⊥] verschwindet am Gribov-Horizont und verursacht damit ein divergentes

2In der Ortsdarstellung hat (3.33) die Form

〈xa|G|x′
b〉 = G

ab(x,x′) = G0(x,x
′)δab +

Z

d
d
x1

Z

d
d
x2G0(x,x1)δ

ac〈x1c|gÂ
⊥
i ∂i|x2d〉〈x2d|G|x′

b〉

3Für die Quantenelektrodynamik (QED) ist das exakte Wellenfunktional des Vakuums durch Ψ[A] =

N exp
h

− 1
2

R
d3k

(2π)3
A⊥

i (k)|k|A⊥
i (−k)

i

bestimmt (siehe Abschnitt 2.3.2).
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Verhalten des Wellenfunktionals am Gribov-Horizont. Diese Betonung der Feldkonfiguratio-
nen am Gribov-Horizont berücksichtigt damit die Tatsache, daß die für das nicht-perturbative
Verhalten wesentlichen Konfigurationen am Gribov-Horizont lokalisiert sind [46]. Des weite-
ren steht diese Vorstellung in Übereinstimmung mit dem Bild der Zentrumswirbel, welche
für den Farbeinschluß verantwortlich sind [7] und ebenfalls am Gribov-Horizont liegen [12].
Wegen der Divergenz des Wellenfunktionals (3.35) am Gribov-Horizont werden alle Eich-
konfigurationen auf diesem Horizont, insbesondere unerwünschte Eichkopien, miteinander
identifiziert. Diese Identifikation aller Eichkonfigurationen am Gribov-Horizont stellt eine to-
pologische Kompaktifizierung des Gribov-Horizontes dar und ist im Hinblick auf verbleibende
Eichkopien am Gribov-Horizont für die Erhaltung der Eichinvarianz von großer Bedeutung.
Aufgrund dieser Zusammenhänge benutzen wir in der vorliegenden Arbeit einen Gaußschen
Ansatz für das radiale Wellenfunktional Ψ̃[A⊥] und nicht für das ursprüngliche Wellenfunk-
tional Ψ[A⊥]. Somit unterscheidet sich unser Wellenfunktional in deutlicher Weise von einem
Gaußschen Ansatz für Ψ[A⊥], welcher den Untersuchungen in [20, 21] zugrunde liegt.

Trotz der Divergenz des Wellenfunktionals Ψ[A⊥] (3.35) am Gribov-Horizont kann es
offensichtlich normiert werden. Ein Wellenfunktional, welches eine Divergenz am Gribov-
Horizont besitzt, kann natürlich eine allgemeinere Form haben als der vorliegende Ansatz
(3.35) für Ψ[A⊥]. In diesem Zusammenhang stellt das Wellenfunktional

Ψ[A⊥] = J −α[A⊥]Ψ̃[A⊥] (3.36)

mit dem zusätzlichen Variationsparameter α, welcher ebenfalls durch die Minimierung der
Vakuumenergiedichte bestimmt wird, eine Verallgemeinerung des Ansatzes (3.35) dar und
beschreibt für α > 0 die Dominanz der Feldkonfigurationen am Gribov-Horizont. Wir werden
im Kapitel 4 in detaillierter Weise den Einfluß des Parameters α auf das Yang-Mills-Vakuum
und die nicht-perturbativen Eigenschaften der Theorie untersuchen, beschränken uns aller-
dings in diesem Kapitel auf die Wahl α = 1

2 .
Im folgenden benutzen wir also den Gaußschen Ansatz für das radiale Wellenfunktional

(3.34) und bestimmen die Variationsfunktion ω(x,x′) durch die Minimierung der Vakuum-
energie. Im Hinblick auf die Berechnung von Erwartungswerten, insbesondere der Vakuum-
energie 〈Ψ|H|Ψ〉, ist es zunächst notwendig, Erwartungswerte des Feldoperators A⊥ bezüglich
des Wellenfunktionals (3.34) zu berechnen. Durch die Einführung eines geeigneten erzeugen-
den Funktionals der Form

Z[j] =

〈

Ψ̃

∣
∣
∣
∣
exp

[∫

ddxja
i (x)A⊥a

i (x)

]∣
∣
∣
∣
Ψ̃

〉

= N 2

∫

DA⊥ exp

[

−
∫

ddx

∫

ddx′A⊥a
i (x)ω(x,x′)A⊥a

i (x′) +

∫

ddxja
i (x)A⊥a

i (x)

]

,

(3.37)

wobei die Konstante N die Normierung Z[j = 0] = 1 garantiert, können die Erwartungswerte
des Feldoperators A⊥ allgemein durch die Funktionalableitungen des erzeugenden Funktionals
Z[j] nach der Quelle j berechnet werden

〈A⊥a1
i1

(x1) . . . A
⊥an

in
(xn)〉ω ≡ 〈ω|A⊥a1

i1
(x1) . . . A

⊥an

in
(xn)|ω〉 =

[

δnZ[j]

δja1
i1

(x1) . . . δj
an

in
(xn)

]

j=0

.

(3.38)
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Dementsprechend bestimmt sich der Erwartungswert eines beliebigen Funktionals O[A⊥] des
Eichfeldes A⊥ durch

〈O[A⊥]〉ω = 〈ω|O[A⊥]|ω〉 =

(

O

[
δ

δj

]

Z[j]

)

j=0

. (3.39)

Dies ist die funktionale Form des Wickschen Theorems. Das erzeugende Funktional Z[j] (3.37)
ist ein Gaußsches Pfadintegral und kann deshalb analytisch berechnet werden. Dazu benutzen
wir die Umformung

−
∫

ddx

∫

ddx′A⊥a
i (x)ω(x − x′)A⊥a

i (x′) +

∫

ddxja
i (x)A⊥a

i (x)

=
1

4

∫

ddx

∫

ddx′j⊥a
i (x)ω−1(x − x′)j⊥a

i (x′)

−
∫

ddx

∫

ddx′
(

A⊥a
i (x) − α⊥a

i (x)
)

ω(x − x′)
(

A⊥a
i (x′) − α⊥a

i (x′)
)

(3.40)

mit

α⊥a
i (x) =

1

2

∫

ddx′ω−1(x − x′)j⊥a
i (x′) (3.41)

und führen im Pfadintegral (3.37) die Koordinatentransformation A
′⊥a
i (x) = A⊥a

i (x)−α⊥a
i (x)

durch. Dies führt dann auf die Darstellung des erzeugenden Funktionals

Z[j] = exp

[
1

4

∫

ddx

∫

ddx′ja
i (x)tij(x)ω−1(x,x′)ja

j (x′)

]

. (3.42)

Eine alternative und sehr praktische Formulierung des Wickschen Theorems (3.39) erhalten
wir durch die Benutzung der Identität

F

(
∂

∂x

)

G(x) =

[

G

(
∂

∂y

)

F (y)exy

]

y=0

(3.43)

in der folgenden Form

〈O[A⊥]〉ω =

{

exp

[

1

4

∫

ddx

∫

ddx′
δ

δA⊥a
i (x)

tij(x)ω−1
(
x,x′) δ

δA⊥a
j (x′)

]

O[A⊥]

}

A⊥=0

.

(3.44)

Der Erwartungswert eines beliebigen Produktes von Feldoperatoren A⊥ kann somit durch
den freien Gluonpropagator

〈A⊥a
i (x)A⊥b

j (x′)〉ω =
1

2
δabtij(x)ω−1(x − x′) (3.45)

dargestellt werden (Wicksches Theorem). Demzufolge verschwindet der Erwartungswert ei-
nes ungeraden Produkts von Feldoperatoren unter Verwendung des Wellenfunktionals (3.35).
Da die Variationsfunktion ω(x − x′) lediglich vom Abstand |x − x′| abhängt, ist es für die
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folgenden Berechnungen von praktischem Nutzen, die Impulsdarstellung durch die Fourier-
transformation

A⊥(x) =

∫
ddk

(2π)d
eikxA⊥(k) (3.46)

einzuführen. Im Impulsraum besitzt das Wellenfunktional (3.34) die Darstellung

Ψ̃[A⊥] = 〈A⊥|ω〉 = N exp

[

−1

2

∫
ddk

(2π)d
A⊥a

i (k)ω(k)A⊥a
i (−k)

]

(3.47)

und der freie Gluonpropagator die Form

〈ω|A⊥a
i (k)A⊥b

j (k′)|ω〉 = δab tij(k)

2ω(k)
(2π)dδ(k + k′) . (3.48)

In diesem Zusammenhang repräsentiert ω(k) die Energie eines Gluons mit dem Impuls k.
Im Hinblick auf die Normierbarkeit des Wellenfunktionals (3.35) muß die Gluonenergie ω(k)
positiv definit sein.

3.2.2 Geistpropagator und Geist-Gluon-Vertex

Als Vorbereitung für die Umformungen in den folgenden Abschnitten betrachten wir an dieser
Stelle den Geistpropagator

Gω ≡ 〈G〉ω = 〈ω|G|ω〉 , (3.49)

welcher als Erwartungswert des inversen Faddeev-Popov-Operators (3.29) definiert ist. Ob-
wohl wir, im Gegensatz zur Faddeev-Popov-Eichfixierung, in dem hier vorliegenden Ope-
ratorformalismus keine explizite Einführung von Geistfeldern benötigen, erweist sich die
Einführung dieses Erwartungswerts für die späteren Diskussionen als sehr nützlich. Unter
Benutzung der Tatsache, daß der freie Geistpropagator G0 unabhängig vom Eichfeld ist, also
G0|ω〉 = |ω〉G0 gilt, erhalten wir durch die Bildung des Erwartungswerts von Gl. (3.33) den
Ausdruck

Gω = G0 +G0

〈

gÂ⊥
i ∂iG

〉

ω
. (3.50)

Dieser Erwartungswert kann grundsätzlich mit Hilfe der geometrischen Reihe (3.31) berechnet
werden. Durch die Einführung der irreduziblen Einteilchen-Selbstenergie Σ des Geistes

〈

gÂ⊥
i ∂iG

〉

ω
≡ Σ〈G〉ω = ΣGω (3.51)

erhalten wir dann eine kompakte Darstellung des Geistpropagators Gω in der Form einer
Dyson-Gleichung

Gω = G0 +G0ΣGω . (3.52)

Eine weitere wichtige Größe für die folgenden Berechnungen ist der Erwartungswert der
Funktionalableitung des Geistpropagators
〈

δ

δA⊥a
k (x)

G (x1,x2)

〉

ω

= −
〈∫

ddy1

∫

ddy2G (x1,y1)
δG−1 (y1,y2)

δA⊥a
k (x)

G (y2,x2)

〉

ω

. (3.53)



56
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                      =                                                          +              

           +                                                      +                                                       +  ... 

Abbildung 3.1: Diagrammatische Darstellung des Geist-Gluon-Vertex. Die vollen bzw. ge-
kringelten Linien repräsentieren den vollen Geist- bzw. Gluonpropagator. Ferner bedeuten
einfache bzw. fette Punkte den nackten bzw. vollen Geist-Gluon-Vertex.

Dieser Erwartungswert läßt sich unter Benutzung der Entwicklung (3.52) für den Geistpro-
pagator und die Anwendung des Wickschen Theorems konkret berechnen. Die Struktur der
bei dieser Entwicklung auftretenden Feynman-Diagramme ist in der Abb. 3.1 dargestellt. Sie
beschreiben die Propagation eines Geistteilchens, gefolgt von einer Wechselwirkung mit einem
externen Gluon und erneuter Propagation eines Geistteilchens. Basierend auf der Struktur
dieser Feynman-Diagramme können wir den Geist-Gluon-Vertex Γa

k durch die Gleichung

〈
δ

δA⊥a
k (x)

G (x1,x2)

〉

ω

=

∫

ddy1

∫

ddy2Gω (x1,y1) Γa
k (y1,y2;x)Gω (y2,x2) (3.54)

definieren. Der Geist-Gluon-Vertex ist damit genau durch die in Abb. 3.1 dargestellte Ent-
wicklung der Feynman-Diagramme gegeben. Wir bezeichnen den führenden Term in dieser
Entwicklung (erster Term) als nackten Vertex Γ0,a

k und erhalten durch den Vergleich der
Gleichungen (3.53) und (3.54) die folgende explizite Darstellung im Ortraum

Γ0,a
k (x1,x2;y) = −δG

−1 (x1,x2)

δA⊥a
k (y)

=
δ

δA⊥a
k (y)

〈x1|gÂ⊥
i ∂i|x2〉 = g

δ

δA⊥a
k (y)

Â⊥
i (x1)∂

x1
i δ (x1 − x2)

= gtkl(y)δ(y − x1)T̂
a∂x1

l δ (x1 − x2) (3.55)

und alternativ im Impulsraum

Γ0,a
k (x1,x2;y) =

∫
d3k

(2π)3

∫
d3q

(2π)3
Γ0,a

k (q,k)eik(y−x1) · eiq(x1−x2) (3.56)

mit

Γ0,a
k (q,k) = igT̂ atkl(k)ql . (3.57)
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YANG-MILLS-SCHRÖDINGERGLEICHUNG IN COULOMBEICHUNG 57

3.2.3 Selbstenergie der Geistfelder

Die Berechnung der in Gleichung (3.51) definierten Selbstenergie Σ des Geistes erfolgt durch
die Anwendung des Wickschen Theorems in der Form (3.44)

ΣGω =
〈

gÂ⊥
k ∂kG

〉

ω

=

{

exp

[

1

4

∫

ddx

∫

ddx′
δ

δA⊥a
i (x)

tij(x)ω−1
(
x,x′) δ

δA⊥a
j (x′)

]

gÂ⊥
k ∂kG

}

A⊥=0

=

{[

exp

(

1

4

∫

ddx

∫

ddx′
δ

δA⊥a
i (x)

tij(x)ω−1
(
x,x′) δ

δA⊥a
j (x′)

)

, gÂ⊥
k ∂k

]

G

}

A⊥=0

.

(3.58)

Die weitere Umformung mit Hilfe der Identität

[

ef(
δ

δA), A
]

=

[

f

(
δ

δA

)

, A

]

ef(
δ

δA) (3.59)

und der Verwendung des aus den Gleichungen (3.29) und (3.55) resultierenden Zusammen-
hangs δ

δA⊥ gÂ
⊥
k ∂k = − δ

δA⊥G
−1 = Γ0 mit dem nackten Geist-Gluon-Vertex Γ0 führt dann

auf
∫

ddx3Σ(x1,x3)Gω(x3,x2)

=

{
1

2

∫

ddy1

∫

ddy2

∫

d3x3
δ

δA⊥c
k (y1)

tkl(y1)ω
−1 (y1,y2) Γ0,c

l (x1,x3;y2)

exp

[

1

4

∫

ddx

∫

ddx′
δ

δA⊥a
i (x)

tij(x)ω−1
(
x,x′) δ

δA⊥a
j (x′)

]

G (x3,x2)

}

A⊥=0

. (3.60)

Da sowohl Σ0 als auch ω unabhängig vom Eichfeld A⊥ sind, wirkt die Funktionalableitung
ausschließlich auf G(x3,x2). Damit folgt durch erneute Anwendung des Wickschen Theorems
(3.44)

∫

ddx3Σ(x1,x3)Gω(x3,x2) =
1

2

∫

ddy1

∫

ddy2

∫

ddx3 tkl(y1)ω
−1 (y1,y2)

· Γ0,c
l (x1,x3;y2)

〈
δ

δA⊥c
k (y1)

G (x3,x2)

〉

ω

. (3.61)

Durch die Ersetzung des verbleibenden Erwartungswertes
〈

δ
δA⊥G

〉
mit der Definitionsglei-

chung (3.54) des Geist-Gluon-Vertex erhalten wir die Darstellung der vollen Selbstenergie
der Geistfelder

Σ(x1,x2) =

∫

ddy1

∫

ddy2

∫

ddx3

∫

ddx4 D
ab
kl (y1,y2) Γ0,b

l (x1,x3;y2)

·Gω (x3,x4) Γa
k (x4,x2;y1) , (3.62)

wobei wir mit

Dab
kl (y1,y2) =

1

2
tkl(y1)ω

−1 (y1,y2) δ
ab (3.63)
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den Gluonpropagator bezeichnen. Sowohl der Geist-Gluon-Vertex Γa als auch der Geistpro-
pagator Gω sind in der fundamentalen Darstellung der Eichgruppe nichtdiagonale Matrizen
im Farbraum. Lediglich der Gluonpropagator (3.63) besitzt wegen des speziellen Ansatzes
für das Wellenfunktional (3.34) eine diagonale Farbstruktur. Die diagrammatische Darstel-
lung der Selbstenergie Σ der Geister, basierend auf der Gleichung (3.62), ist in der Abb. 3.2
dargestellt.

             (a)                                                           (b)                

Abbildung 3.2: Diagrammatische Darstellung der Selbstenergie des Geistes aus Gl. (3.62).
(a) exakt, (b) in der

”
rainbow ladder“-Näherung.

Verschiedene Untersuchungen zum Geist-Gluon-Vertex (z. B. in der Landau-Eichung [47])
zeigen, daß das

”
vertex dressing“ eine untergeordnete Rolle spielt und damit die sogenannte

”
rainbow ladder“-Näherung, in der der volle Geist-Gluon-Vertex Γ durch den nackten Ver-

tex Γ0 ersetzt wird, gerechtfertigt ist. Mit der Verwendung dieser
”
rainbow ladder“-Näherung

erhalten wir für die Geistselbstenergie Σ den Ausdruck

Σab (x1,x2) =
1

2
δabNCg

2tkl(x2)ω
−1 (x2,x1) ∂

x1
k ∂x2

l Gω (x1,x2) , (3.64)

wobei wir die Relation
(

T̂ cT̂ c
)ab

= −δabNC (3.65)

benutzen.

3.2.4 Geist- und Coulomb-Formfaktor

Durch die Iteration der Dyson-Gleichung (3.52) für den Geistpropagator erhalten wir eine
geometrische Reihe in Potenzen von ΣG0

Gω = G0

∞∑

n=0

(ΣG0)
n = G0

1

1 − ΣG0
≡ G0

d

g
. (3.66)

Die letzte Relation definiert den Geistformfaktor d

d =
g

1 − ΣG0
. (3.67)

Unter Verwendung der in Abb. 3.2(b) diagrammatisch dargestellten
”
rainbow ladder“-Nähe-

rung für die Selbstenergie Σ ergibt sich mit der Dyson-Gleichung (3.52) für den Formfaktor
des Geistpropagators

gd−1 = 1 − ΣG0 ≡ 1 − gId (3.68)
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bzw. nach der Fouriertransformation

1

d(k)
=

1

g
− Id(k) (3.69)

Id(k) =
NC

2

∫
ddq

(2π)d

(

1 − (k̂q̂)2
) d(k − q)

(k − q)2ω(q)
,

mit k̂ = k/k. Aus der Kenntnis des Geistpropagators G können wir mit Hilfe der Relation

g
∂G

∂g
= −G+ F (3.70)

den Coulombpropagator F bestimmen. Dieser Zusammenhang folgt unmittelbar aus den De-
finitionen (3.29) und (3.12) für den Geist- bzw. Coulombpropagator und kann in die kompakte
Form

F =
∂

∂g
(gG) (3.71)

umgeformt werden. Basierend auf der Struktur des Coulombpropagators

Fω ≡ 〈F 〉ω =
〈
G(−∂2)G

〉

ω
(3.72)

bietet sich die Einführung eines Formfaktors an, welcher ein Maß für die Abweichung dieses
Erwartungswertes von der faktorisierten Form 〈G〉ω(−∂2)〈G〉ω darstellt. Dementsprechend
definieren wir im Impulsraum den Coulombformfaktor f(k) durch

Fω(k) = Gω(k)k2f(k)Gω(k)

=
1

g2

1

k2
d(k)f(k)d(k) , (3.73)

wobei wir für Gω die Gl. (3.66) benutzen. Andererseits ergibt sich durch die Bildung des
Erwartungswertes von Gl. (3.71)

Fω =

〈

ω

∣
∣
∣
∣

∂

∂g
(gG)

∣
∣
∣
∣
ω

〉

. (3.74)

Die Variationsfunktion ω wird durch die in Abschnitt 3.4 diskutierte Energieminimierung
bestimmt und ist somit von der Kopplungskonstanten g abhängig. Unter Vernachlässigung
dieser impliziten g-Abhängigkeit von ω können wir die Relation 〈ω|∂G

∂g |ω〉 = ∂
∂gGω benutzen

und erhalten dann basierend auf den Gl. (3.74), (3.73) und (3.66) für den Coulombformfaktor

f(k) = g2d−1(k)
∂d(k)

∂g
d−1(k) = −g2 ∂

∂g
d−1(k) . (3.75)

An dieser Stelle ist nochmals darauf hinzuweisen, daß diese Relation zwischen f(k) und d(k),
welche in [48] erstmals abgeleitet wurde, nur dann gültig ist, wenn die implizite g-Abhängig-
keit von ω vernachlässigt wird. Die in den obigen Gleichungen enthaltenen Greensfunktionen,
Formfaktoren und Vertices, wie etwa Gω, Σ, d und f , sind Matrizen im Farbraum in der ad-
jungierten Darstellung der Eichgruppe.
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Die Selbstenergie Σ (3.64) des Geistes ist im Rahmen der in Abb. 3.2(b) diagrammatisch
dargestellten

”
rainbow ladder“-Näherung ein Einschleifendiagramm. Innerhalb dieser Nähe-

rung hat der Geistformfaktor (3.69) eine diagonale Farbstruktur, und mit Verwendung der
Relation (3.75) folgt damit für den Coulombformfaktor

f(k) = 1 + If (k), (3.76)

If (k) =
NC

2

∫
ddq

(2π)d

(

1 − (k̂q̂)2
) d(k − q)2f(k − q)

(k − q)2ω(q)
.

Die diagrammatische Struktur dieser Integralgleichung ist in der Abb. 3.3(a) dargestellt. Die
Iteration dieser Gleichung führt auf die in Abb. 3.3(b) dargestellte Entwicklung und zeigt,
daß der Coulombformfaktor in führender Ordnung durch f(k) = 1 gegeben ist.

    =   1    +                      +                      +   . . .    (b)     

     =   1   +                                                              (a)

Abbildung 3.3: (a) Diagrammatische Darstellung der Integralgleichung (3.76) für den Cou-
lombformfaktor, (b) Diagrammatische Reihenentwicklung der Integralgleichung in (a).

3.2.5 Krümmung im Konfigurationsraum

Wie bereits im Abschnitt 3.1 beschrieben, ist der Konfigurationsraum der transversalen Eich-
potentiale A⊥ ein gekrümmter Funktionenraum. Die Krümmung dieses Raumes kommt durch
eine nichttriviale Metrik zum Ausdruck, welche durch den Faddeev-Popov-Operator −∂iD̂i

gegeben ist. Die Untersuchungen im vorliegenden Kapitel 3, als auch die im nächsten Kapi-
tel 4, werden zeigen, daß diese Krümmung für das Infrarotverhalten der Theorie, und damit
insbesondere für das nicht-perturbative Verhalten, von zentraler Bedeutung ist. Aufgrund
dessen leiten wir in diesem Abschnitt über den Erwartungswert eines geeigneten Operators
eine Krümmungsfunktion ab, welche den Einfluß dieser Krümmung im Konfigurationsraum
repräsentiert.

Dazu betrachten wir zunächst den Operator δ lnJ
δA⊥ unter Benutzung der Gl. (3.26) und

(3.27)

δ lnJ
δA⊥a

k (x)
=

δ

δA⊥a
k (x)

Tr lnG−1 = Tr

(

G
δG−1

δA⊥a
k (x)

)

(3.77)

und erhalten mit der Definition des nackten Geist-Gluon-Vertex (3.55) den Ausdruck

δ lnJ
δA⊥a

k (x)
= −Tr

(

GΓ0,a
k (x)

)

. (3.78)
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Mit dieser Relation können wir den Impulsoperator (3.28) in der Form

Π̃⊥a
k (x) = Π⊥a

k (x) +
1

2i
Tr
(

GΓ0,a
k (x)

)

(3.79)

darstellen. Da der nackte Geist-Gluon-Vertex Γ0 unabhängig vom Eichfeld A⊥ ist, erhalten
wir für den Erwartungswert von (3.78)

〈
δ lnJ
δA⊥a

k (x)

〉

ω

= −Tr
(

GωΓ0,a
k (x)

)

. (3.80)

Wir definieren an dieser Stelle einen Krümmungstensor χab
ij (x,x′) bezüglich Lorentz- und

Farbraum über den Erwartungswert der zweiten Funktionalableitung von lnJ

χab
ij (x,x′) = −1

2

〈

δ2 lnJ
δA⊥a

i (x)δA⊥b
j (x′)

〉

ω

. (3.81)

Mit Verwendung von Gl. (3.78) und der Definition des Geist-Gluon-Vertex (3.54) erhalten
wir für den Krümmungstensor die Darstellung

χab
ij (x,x′) = −

〈

Tr

[
δG

δA⊥a
i (x)

Γ0,b
j (x′)

]〉

ω

= −Tr

[〈
δG

δA⊥a
i (x)

〉

ω

Γ0,b
j (x′)

]

= −Tr
[

GωΓa
i (x)GωΓ0,b

j (x′)
]

. (3.82)

Diese Größe repräsentiert diejenigen Anteile der Selbstenergie des Gluons, welche durch eine
Geistschleife gebildet werden. Aus der Sicht der Vielteilchentheorie stellt dieser Term eine
Gluonpolarisation dar. Andererseits läßt sich der Krümmungstensor χab

ij (x,x′) auch als die
nicht-abelsche dielektrische Suszeptibilität des Yang-Mills-Vakuums verstehen, welche durch
die Anwesenheit der Geister und damit der Krümmung im Konfigurationsraum entsteht. Auf-
grund dieser physikalischen Interpretationen bezeichnen wir χab

ij (x,x′) als Krümmungstensor
und definieren durch

χ(x,y) =
1

(d− 1)

1

N2
C − 1

δabtij(x)χab
ij (x,x′) (3.83)

die skalare Krümmung.4 Diese Krümmung χ(x,x′) ist ausschließlich durch den Geistpropaga-
tor Gω = 〈(−∂iD̂i)

−1〉ω, also den Erwartungswert der inversen Metrik (−∂iD̂i)
−1, bestimmt.

Ferner enthält χ(x,x′), wie in Abb. 3.4(a) dargestellt, sowohl den vollen als auch den nack-
ten Geist-Gluon-Vertex. Wie bereits im Zusammenhang mit der Selbstenergie der Geister
diskutiert, zeigen Untersuchungen im Rahmen der Landau-Eichung [47], daß der Effekt des

”
vertex dressings“ von untergeordneter Rolle ist.

Wir werden deshalb auch für den Krümmungstensor die
”
rainbow ladder“-Näherung ver-

wenden und den vollen Geist-Gluon-Vertex Γ durch den nackten Vertex Γ0 ersetzen. Innerhalb
dieser Näherung erhalten wir dann für den Krümmungstensor die Darstellung

χab
ij (x,x′) =

1

2
g2tim(x)tjn(x′)Tr

[

T̂ a
(
∂x

mGω(x,x′)
)
T̂ b
(

∂x′

n Gω(x′,x)
)]

, (3.84)

4Die eigentliche dimensionslose Krümmung ist im Impulsraum durch χ(k)
ω(k)

gegeben. Wie wir noch zeigen

werden, verschwindet diese Krümmung χ(k)
ω(k)

asymptotisch für k → ∞ und beschreibt damit einen flachen Konfi-
gurationsraum im perturbativen Bereich. Trotzdem bezeichnen wir an dieser Stelle χ weiterhin als Krümmung.
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    (c)                                                   (d)         

      (a)                                                   (b)     

Abbildung 3.4: Diagrammatische Darstellung des Krümmungstensors, wobei die Linien den
vollen Geistpropagator bezeichnen. (a) Voller Krümmungstensor χab

ij (x,x′) aus Gl. (3.82),
(b) Krümmungstensor (3.84) nach der Ersetzung des vollen Geist-Gluon-Vertex Γ durch den
nackten Vertex Γ0, (c) Diese Korrekturen durch die Geistselbstenergie sind in den Diagram-
men in (b) enthalten. (d) Diese Vertex-Korrekturen sind in den Diagrammen in (b) nicht
enthalten. Allerdings sind diese Vertex-Korrekturen von zweiter oder höherer Schleifenord-
nung.

welche in Abb. 3.4(b) diagrammatisch dargestellt ist. Im Rahmen der
”
rainbow ladder“-

Näherung ist der Geistpropagator Gω sowohl farbdiagonal als auch translationsinvariant
Gω(x,x′) = Gω(x−x′). Diese Eigenschaften übertragen sich somit auch auf den Krümmungs-
tensor, und unter Verwendung von tr(T̂ aT̂ b) = −NCδ

ab folgt dann

χab
ij (x,x′) = χab

ij (x − x′) =

∫
ddk

(2π)d
χab

ij (k)eik(x−x′) (3.85)

mit

χab
ij (k) = δabNC

2

∫
ddk

(2π)d

d(q)d(k − q)

(k − q)2
qiqj
q2

. (3.86)

Unter Ausnutzung der Isotropie im Impulsraum läßt sich für die Struktur des Krümmungs-
tensors die folgende Relation beweisen

tin (k)χab
nj (k) = δabtij (k)χ (k) . (3.87)

Dabei ist die skalare Krümmung (3.83) im Impulsraum durch

χ(k) =
NC

2(d− 1)

∫
ddq

(2π)d

(

1 − (k̂q̂)2
) d(k − q)d(q)

(k − q)2
≡ Iχ(k) (3.88)
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gegeben.
Als Vorbereitung für die Berechnung der Vakuumenergie im nächsten Abschnitt betrach-

ten wir im folgenden die Größe
〈

A⊥a
k (x′) δ lnJ

δAb
l
(x)

〉

ω
. Dieser Erwartungswert kann mit Hilfe des

Wickschen Theorems in der Form (3.44) und der Verwendung der Relation (3.59) berechnet
werden. Wir erhalten damit

〈

A⊥a
i (x′)

δ lnJ
δA⊥b

j (x)

〉

ω

=
1

2

∫

ddx1tim(x′)ω−1
(
x′,x1

)
·
〈

δ2 lnJ
δA⊥a

m (x1)δA⊥b
j (x)

〉

ω

. (3.89)

Mit der Definition für den Krümmungstensor (3.81) können wir diese Größe in der Form
〈

A⊥a
i (x′)

δ lnJ
δA⊥b

j (x)

〉

ω

= −
∫

ddx1tim(x′)ω−1
(
x′,x1

)
χab

mj (x1,x) (3.90)

schreiben.

3.3 Energiedichte des Yang-Mills-Vakuums

Mit den im letzten Abschnitt diskutierten Erwartungswerten sind wir jetzt in der Lage, die
Berechnung der Energiedichte des Yang-Mills-Vakuums vorzunehmen. Basierend auf dem
Gaußschen Wellenfunktional (3.34) läßt sich der Erwartungswert für den potentiellen Term
des Hamiltonoperators relativ einfach berechnen. Mit Verwendung des Wickschen Theorems
und den Definitionen für das Magnetfeld (3.8) bzw. (3.9) ergibt sich für die magnetische
Energie (3.23)

Ep =

〈

ω

∣
∣
∣
∣

1

2

∫

ddxB(x)2
∣
∣
∣
∣
ω

〉

=

〈

ω

∣
∣
∣
∣

1

2

∫

ddkB(k)B(−k)

∣
∣
∣
∣
ω

〉

Ep =
N2

C − 1

4
(d− 1)δ(0)

∫

ddk
k2

ω(k)

+
NC

(
N2

C − 1
)

16
g2δ(0)

∫
ddkddk′

(2π)d

1

ω(k)ω(k′)

(

(d2 − 3d+ 3) − (k̂k̂′)2
)

. (3.91)

Die in diesem Ausdruck für die magnetische Energie Ep enthaltene divergente Konstante δ(0)
kann als das unendliche Volumen des Lorentzraumes identifiziert und durch den Übergang
zur Energiedichte eliminiert werden. Aufgrund dessen ist die Energiedichte die eigentlich
relevante Größe in der Quantenfeldtheorie.

Im Gegensatz zur magnetischen Energie ist die Berechnung der kinetischen Energie (3.22)
und der Coulombenergie (3.24) deutlich komplizierter. Wir betrachten zunächst die Wirkung
des Impulsoperators Π̃⊥ (3.28) auf das Wellenfunktional (3.34)

Π̃⊥a
i (x)Ψ̃[A⊥] =

1

i
tik(x)

[
δ

δA⊥a
k (x)

− 1

2

δ lnJ
δA⊥a

k (x)

]

Ψ̃[A⊥] = iQa
i (x)Ψ̃[A⊥] , (3.92)

mit

Qa
i (x) =

∫

ddx1ω(x,x1)A
⊥a
i (x1) +

1

2
tik(x)

δ lnJ
δA⊥a

k (x)

=

∫

ddx1ω(x,x1)A
⊥a
i (x1) −

1

2
tik(x)Tr

(

GΓ0,a
k (x)

)

(3.93)
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bzw. nach der Fouriertransformation

Qa
i (k) = ω(k)A⊥a

i (k) +
1

2

∫

ddq tr
[

G(q,k − q)Γ0,a
i (q,k)

]

. (3.94)

Mit dieser Größe Q erhalten wir für die Darstellung der kinetischen Energie (3.22)

Ek =
1

2

∫

ddx 〈Qa
i (x)Qa

i (x)〉ω (3.95)

und völlig analog dazu für die Coulombenergie (3.24)

Ec = −g
2

2

∫

ddx

∫

ddx′
〈

Qc
i (x)Â⊥ca

i (x)F ab(x,x′, A⊥]Â⊥bd
j (x′)Qd

j (x
′)
〉

ω
. (3.96)

Der zweite Term in Q (3.93) enthält die Faddeev-Popov-Determinante J [A⊥] und repräsen-
tiert somit die Krümmung des Konfigurationsraumes. Sowohl in der kinetischen Energie Ek

als auch in der Coulombenergie Ec sind diese Krümmungsterme enthalten. Da die Faddeev-
Popov-Determinante J [A⊥] und damit der Krümmungsterm in Q eine unendliche Reihe im
Eichpotential A⊥ darstellt, können die Erwartungswerte für Ek und Ec nicht mehr exakt
berechnet werden. Somit müssen wir an dieser Stelle für die praktische Berechnung eine
Näherung zugrunde legen. Innerhalb der hier vorliegenden Arbeit beschränken wir uns für
die Berechnung der Propagatoren auf das Einschleifenniveau und dementsprechend bei der
Berechnung der Energiedichten auf das Zweischleifenniveau. Im Rahmen dieser Näherung
finden wir für den Coulombterm die Faktorisierung

Ec = − g2

2

∫

ddx

∫

ddx′
〈

F ab(x,x′, A⊥]
〉

ω
[〈

Â⊥ca
i (x)Â⊥bd

j (x′)
〉

ω

〈

Qc
i (x)Qd

j (x
′)
〉

ω
+
〈

Â⊥bd
j (x′)Qc

i (x)
〉

ω

〈

Â⊥ca
i (x)Qd

j (x
′)
〉

ω

]

,

(3.97)

wobei wir bereits

〈A〉ω = 0 , 〈Q〉ω = 0 (3.98)

benutzt haben. Ferner erfordert die Beschränkung auf das Zweischleifenniveau in der Energie
eine spezielle Faktorisierung im Term 〈QQ〉ω. Dabei wird ein einzelnes A⊥ aus Q mit einem
einzelnen A⊥ aus dem anderen Q kontrahiert. Die innerhalb eines Q-Terms verbleibenden
Operatoren A⊥ werden dann lediglich untereinander kontrahiert und ergeben dadurch den
Krümmungstensor (3.81).5

5Die Berechnung von
˙

δ lnJ
δA

δ lnJ
δA

¸

ω
läßt sich folgendermaßen skizzieren:

fi
δ lnJ

δA

δ lnJ

δA

fl

ω

=
∞X

n=1

. . .

fi

A(1) . . . A(n)
δ lnJ

δA

fl

ω

=

∞X

n=1

»

. . . 〈A(2) . . . A(n)〉ω

fi

A(1)
δ lnJ

δA

fl

ω

+ . . .+ . . . 〈A(1) . . . A(n− 1)〉ω

fi

A(n)
δ lnJ

δA

fl

ω

–

=

∞X

n=1

nX

i=1

. . . 〈A(1) . . . A(i− 1)A(i+ 1) . . . A(n)〉ω

fi

A(i)
δ lnJ

δA

fl

ω
| {z }

ω−1χ

=
∞X

i=0

∞X

j=0

. . . 〈A(1) . . . A(i)A(i+ 1) . . . A(i+ j)〉ω

| {z }

χ

ω
−1
χ = χω

−1
χ
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Jede andere Faktorisierung führt auf Ausdrücke für die Energie, welche über das Zwei-
schleifenniveau hinausgehen. Die hier beschriebene Faktorisierung garantiert uns insbesondere
die Struktur einer quadratischen Form für den Term 〈QQ〉ω und erleichtert die Berechnung
von 〈QQ〉ω in erheblichem Maße. Basierend auf der Berechnung des ersten Terms ∼ 〈AA〉ω
und des gemischten Terms ∼ 2〈A δ lnJ

δA 〉ω erhalten wir den verbleibenden, komplizierten Term

〈 δ lnJ
δA

δ lnJ
δA 〉ω und damit letztlich 〈QQ〉ω durch eine quadratische Ergänzung. Unter Verwen-

dung der Relation (3.90) zusammen mit der Definition (3.83) für die skalare Krümmung im
Konfigurationsraum finden wir für den gemischten Term in 〈QQ〉ω die Form

〈

A⊥a
i (x)Qb

j(x
′)
〉

ω
=

1

2
δabtij(x)

[

δ(x − x′) −
∫

ddx1ω
−1(x,x1)χ(x1,x

′)

]

. (3.99)

Damit erhalten wir mit der oben diskutierten quadratischen Ergänzung für den Term 〈QQ〉ω
den Ausdruck

〈

Qa
i (x)Qb

j(x
′)
〉

ω
=

1

2
δab

∫

ddx1

∫

ddx2 [ω(x,x1) − χ(x,x1)] tij(x1)

· ω−1(x1,x2)
[
ω(x2,x

′) − χ(x2,x
′)
]
. (3.100)

Mit diesem Ergebnis erhalten wir unter Verwendung von δaa = N2
C − 1 und tii(x) = (d− 1)

für die kinetische Energie (3.95)

Ek =

(
N2

C − 1
)

4
(d− 1)

∫

ddx

∫

ddx1

∫

ddx2 [ω(x,x1) − χ(x,x1)]

· ω−1(x1,x2) [ω(x2,x) − χ(x2,x)] . (3.101)

Dieser Ausdruck kann im Impulsraum in der kompakten Form

Ek =
N2

C − 1

4
(d− 1)δ(3)(0)

∫

ddk
[ω(k) − χ(k)]2

ω(k)
(3.102)

dargestellt werden. Die Behandlung der Coulombenergie Ec (3.97) erfolgt in völlig analoger
Weise zur kinetischen Energie. Unter Verwendung der Relationen (3.99) und (3.100) für die
Krümmungsterme und fabcfabd = NCδ

cd finden wir für die Coulombenergie (3.97)

Ec =
NC

(
N2

C − 1
)

8
g2

∫

ddx

∫

ddx′Fω(x,x′)

[
[
tij(x)ω−1(x,x′)

]

∫

ddx1

∫

ddx2 [ω(x,x1) − χ(x,x1)]
[
tji(x1)ω

−1(x1,x2)
] [
ω(x2,x

′) − χ(x2,x
′)
]

−
(

tij(x)

[

δ(x − x′) −
∫

ddx1ω
−1(x,x1)χ(x1,x

′)

])

(

tji(x
′)

[

δ(x′ − x) −
∫

ddx2ω
−1(x′,x2)χ(x2,x)

])]

. (3.103)

Diese Energie kann ebenfalls im Impulsraum in der kompakten Form

Ec =
NC(N2

C − 1)

16
δ(3)(0)

∫
ddkddk′

(2π)d

(

(d− 2) + (k̂k̂′)2
) d(k − k′)2f(k − k′)

(k − k′)2

·

(

[ω(k) − χ(k)] − [ω(k′) − χ(k′)]
)2

ω(k)ω(k′)
(3.104)
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dargestellt werden. Mit derselben Begründung wie beim magnetischen Term (3.91) eliminieren
wir durch den Übergang zur Energiedichte den divergenten Faktor δ(0) in den Energien Ek

(3.102) und Ec (3.104).

3.4 Minimierung der Vakuumenergiedichte

In diesem Abschnitt bestimmen wir die im Gaußschen Ansatz (3.34) enthaltene Variations-
funktion ω(k), indem wir basierend auf dem Variationsprinzip (3.18)

δE[ω]

δω
=
δEp[ω]

δω
+
δEk[ω]

δω
+
δEc[ω]

δω
= 0 (3.105)

fordern. Die Variation der magnetischen Energie Ep (3.91) nach ω(k) ergibt

δEp

δω(k)
= −N

2
C − 1

4
(d− 1)δ(d)(0)

1

ω(k)2

·
[

k2 +
NC

2(d− 1)
g2

∫
d3q

(2π)3

(

(d2 − 3d+ 3) − (k̂q̂)2
) 1

ω(q)

]

. (3.106)

Sowohl die kinetische Energie Ek (3.102) als auch die Coulombenergie Ec (3.104) enthalten
neben der expliziten auch eine implizite Abhängigkeit von der Variationsfunktion ω(k), da der
Geistformfaktor d(k), der Coulombformfaktor f(k) und auch die Krümmung χ(k) ihrerseits
von ω(k) abhängen. Es läßt sich zeigen, daß die Variationen der Funktionen d(k), f(k) und
χ(k) nach der Gluonenergie ω(k) auf Terme von Zweischleifenniveau führen und somit im
Rahmen der Einschleifennäherung vernachlässigt werden können. Dementsprechend erhalten
wir für die Funktionalableitungen der kinetischen Energie Ek (3.102) und der Coulombener-
gie Ec (3.104) nach ω(k)

δEk

δω(k)
=
N2

C − 1

4
(d− 1)δ(3)(0)

[

1 − χ(k)2

ω(k)2

]

(3.107)

und

δEc

δω(k)
=
NC(N2

C − 1)

8
δ(3)(0)

1

ω(k)2
·
∫

d3q

(2π)3

(

(d− 2) + (k̂q̂)2
) d(k − q)2f(k − q)

(k − q)2

· ω(k)2 − [ω(q) − χ(q) + χ(k)]2

ω(q)
. (3.108)

Insgesamt folgt dann im Rahmen der Einschleifennäherung aus dem Variationsprinzip (3.105)
die folgende Gluongleichung

ω(k)2 = k2 + χ(k)2 + Iω(k) + I0
ω (3.109)

mit den Integralen

I0
ω =

NC

2(d− 1)
g2

∫
ddq

(2π)d

(

(d2 − 3d+ 3) − (k̂q̂)2
) 1

ω(q)
(3.110)

Iω(k) =
NC

2(d− 1)

∫
ddq

(2π)d

(

(d− 2) + (k̂q̂)2
)

· d(k − q)2f(k − q)

(k − q)2

· [ω(q) − χ(q) + χ(k)]2 − ω(k)2

ω(q)
. (3.111)
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Zusammen mit dieser Gleichung (3.109) für die Gluonenergie ω(k) bilden die Gleichungen für
den Geistpropagator d(k) (3.69)

1

d(k)
=

1

g
− NC

2

∫
ddq

(2π)d

(

1 − (k̂q̂)2
) d(k − q)

(k − q)2ω(q)
=

1

g
− Id(k) , (3.112)

für den Coulombfaktor f(k) (3.76)

f(k) = 1 +
NC

2

∫
ddq

(2π)d

(

1 − (k̂q̂)2
) d(k − q)2f(k − q)

(k − q)2ω(q)
= 1 + If (k) (3.113)

und die skalare Krümmung χ(k) (3.88) des Konfigurationsraumes

χ(k) =
NC

2(d− 1)

∫
d3q

(2π)3

(

1 − (k̂q̂)2
) d(k − q)d(q)

(k − q)2
= Iχ(k) (3.114)

ein gekoppeltes System nichtlinearer Schwinger-Dyson-Integralgleichungen in d = 2, 3 Di-
mensionen. Während die theoretische Ableitung dieser Integralgleichungen in d = 2 bzw.
d = 3 Dimensionen völlig analog verläuft, unterscheiden sich die Diskussionen der Renormie-
rung wie auch die Lösungseigenschaften im infraroten und ultravioletten Grenzfall erheblich
voneinander – ebenso die Ergebnisse der vollen numerischen Lösungen. Wie werden deshalb
zunächst den d = 3 dimensionalen Fall behandeln und anschließend die Untersuchung der
Gleichungen für d = 2 vornehmen.

3.5 Yang-Mills-Theorie in D = 3 + 1 Dimensionen

3.5.1 Asymptotisches Verhalten

Um erste Einblicke in das infrarote und ultraviolette Verhalten der Lösungen des gekoppelten
Integralgleichungssystems zu erhalten, untersuchen wir diese Gleichungen im Rahmen der so-
genannten Winkelnäherung. Innerhalb dieser Näherung wird eine Funktion h(|k−q|), welche
im Impulsintegral einer Integralgleichung von der Differenz zwischen äußerem Impuls k und
innerem Integrationsimpuls q abhängt, durch den Ausdruck

h(|k − q|) ≃ h(k)Θ(k − q) + h(q)Θ(q − k) (3.115)

ersetzt. Obwohl wir an dieser Stelle wenig über die Genauigkeit dieser Winkelnäherung (3.115)
aussagen können, zeigen die vollen numerischen Berechnungen im Abschnitt 3.5.3, welche
nicht auf dieser Näherung beruhen, nahezu dasselbe asymptotische Verhalten wie die hier
vorliegende analytische Berechnung mit Hilfe der Winkelnäherung.

Basierend auf dieser Winkelnäherung (3.115) erhalten wir für die Winkelintegrale in
den Schwinger-Dyson-Integralgleichungen für den Geistformfaktor d(k) (3.112) und die
Krümmung χ(k) (3.114) die folgende Näherung

π∫

0

dϑ sin3 ϑ
d(k − q)

(k − q)2
≃
[

Θ(k − q)
d(k)

k2
+ Θ(q − k)

d(q)

q2

]

·
π∫

0

dϑ sin3 ϑ

=
4

3

[

Θ(k − q)
d(k)

k2
+ Θ(q − k)

d(q)

q2

]

. (3.116)
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Unter Benutzung dieser Relation für die Winkelintegrale finden wir für die verbleibenden
Impulsintegrale in den Schwinger-Dyson-Integralgleichungen

Id(k) =
NC

6π2




d(k)

k2

k∫

0

dq
q2

ω(q)
+

Λ∫

k

dq
d(q)

ω(q)



 , (3.117)

Iχ(k) =
NC

12π2




d(k)

k2

k∫

0

dqq2d(q) +

Λ∫

k

dqd(q)2



 . (3.118)

Eine elegante Methode zur Untersuchung der Lösungen im asymptotischen Bereich dieser
Integralgleichungen besteht in der Differenzierung nach dem äußeren Impuls. Diese Differen-
tiation der beiden Integrale (3.117) und (3.118) nach dem äußeren Impuls k ergibt

I ′d(k) =
NC

6π2

1

k2

[

d′(k) − 2
d(k)

k

] k∫

0

dq
q2

ω(q)
(3.119)

I ′χ(k) =
NC

12π2

1

k2

[

d′(k) − 2
d(k)

k

] k∫

0

dqq2d(q) . (3.120)

Bemerkenswerterweise sind die in diesen Ableitungen auftretenden Integrale alle ultraviolett
endlich. Die Differentiation der Schwinger-Dyson-Gleichungen (3.112) für den Geistformfak-
tor d(k) nach dem äußeren Impuls k liefert zusammen mit der Gleichung (3.119)

d′(k)

[
1

d(k)2
− NC

6π2

R(k)

k2

]

= −NC

3π2

R(k)

k2

d(k)

k
, (3.121)

mit dem Integral

R(k) =

k∫

0

dq
q2

ω(q)
. (3.122)

Die Gleichung (3.114) für die Krümmung χ(k) wird in derselben Weise nach dem äußeren
Impuls k differenziert und liefert mit Gleichung (3.120)

χ′(k) =
NC

12π2

1

k2

[

d′(k) − 2
d(k)

k

]

S(k) , (3.123)

mit

S(k) =

k∫

0

dqq2d(q) . (3.124)

Im folgenden werden wir basierend auf diesen Gleichungen (3.121) und (3.123) den ultravio-
letten (k → ∞) und infraroten Grenzfall (k → 0) getrennt voneinander diskutieren.
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Ultraviolettes Verhalten

Aufgrund der asymptotischen Freiheit muß die Gluonenergie ω(k) für k → ∞ das folgende
asymptotische Verhalten aufweisen

ω(k) →
√

k2 , k → ∞ . (3.125)

Dasselbe Verhalten erhalten wir im Rahmen der numerischen Behandlung der Gluongleichung
(3.109) im Abschnitt 3.5.3. Wir konzentrieren uns in diesem Abschnitt auf das asymptotische
Verhalten des Geistformfaktors d(k), der skalaren Krümmung χ(k) und des Coulombform-
faktors f(k) unter Verwendung der Winkelnäherung.

Die Schwinger-Dyson-Gleichung (3.121) für den Geistformfaktor enthält das noch unbe-
kannte Integral R(k) (3.122). Für große äußere Impulse k läßt sich leicht zeigen, daß die
dominanten Beiträge zum Integral R(k) aus den Bereichen mit großen inneren Impulsen q
kommen. Aufgrund dessen ist es gerechtfertigt, im Integral R(k) für ω(q) das asymptotische
Verhalten, also ω(q) =

√

q2, einzusetzen. Wir erhalten damit

R(k) =
k2

2
k → ∞ , (3.126)

und für die Schwinger-Dyson-Gleichung (3.121) des Geistformfaktors im Bereich großer äuße-
rer Impulse k

d′(k)

[
1

d(k)3
− NC

12π2

1

d(k)

]

= −NC

6π2

1

k
. (3.127)

Die Integration dieser gewöhnlichen Differentialgleichung führt auf die Lösung

(
1

d(k)

)2

=

(
1

d(µ)

)2

+
NC

6π2

(

ln
k2

µ2
− ln

d(k)

d(µ)

)

, (3.128)

in der µ ein beliebiger Impuls ist. Wir erwarten für große äußere Impulse k, daß die Bedingung

d(k)

d(µ)
≪ k2

µ2
k → ∞ (3.129)

erfüllt ist, da für k → ∞ die Faddeev-Popov-Determinante in die Determinante des Laplace-
operators übergeht und damit der Geistformfaktor gegen eins gehen sollte (d(k → ∞) → 1).
Aufgrund der dimensionellen Transmutation ist jedoch das Auftreten einer anomalen Di-
mension für das ultraviolette Verhalten von d(k) zu erwarten. In der Tat zeigt die weitere

Behandlung, daß d(k) das asymptotische Verhalten d(k) ∼ (ln k2/µ2)−
1
2 mit einer anoma-

len Dimension von 1
2 aufweist und insbesondere die Bedingung (3.129) erfüllt. Ausgehend

von diesen Überlegungen nehmen wir zunächst die Gültigkeit der Relation (3.129) an und
zeigen anschließend anhand der resultierenden Lösung für d(k) die Rechtfertigung dieser An-
nahme. Aufgrund der Relation (3.129) können wir in Gleichung (3.128) den letzten Term
vernachlässigen und erhalten damit die explizite Lösung

d(k) =
d(µ)

√

1 + NC

6π2d(µ)2 ln
(

k2

µ2

) k → ∞ (3.130)
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mit dem asymptotischen Verhalten

d(k) = π

√
6

NC

(

ln
k2

µ2

)− 1
2

(3.131)

für große Impulse k, welches unsere Annahme (3.129) rechtfertigt. Im Rahmen der Diskussion
zur Renormierung (Abschnitt 3.5.2) zeigen wir, daß das asymptotische Verhalten von d(k)
für k → ∞ mit dem der renormierten Kopplungskonstanten g ∼ √

α übereinstimmt. Somit
entspricht nach Gl. (3.66) das Verhalten der Geistteilchen im Grenzfall k → ∞ dem eines
freien Teilchens.

Basierend auf dem asymptotischen Verhalten des Geistformfaktors (3.130) können wir
unmittelbar durch Verwendung der Swift-Relation (3.75) das asymptotische Verhalten des
Coulombformfaktors berechnen. Damit erhalten wir für f(k)

f(k) = f(µ)
d(k)

d(µ)
k → ∞ . (3.132)

Dies ist bis auf die unterschiedliche numerische Konstante f(µ)/d(µ) dasselbe asymptotische
Verhalten wie für den Geistformfaktor d(k).

Im Gegensatz zur Berechnung des asymptotischen Verhaltens von d(k) und f(k) ist die
Behandlung der Krümmung komplizierter. Für große Impulse k benutzen wir die asymptoti-
sche Form (3.131) des Geistformfaktors d(k), aus der

d′(k) = −NC

6π2

1

k
d(k)3 (3.133)

folgt und erhalten dann für die Krümmung aus Gl. (3.123)

χ′(k) = −NC

6π2

d(k)

k3

[

1 +
NC

12π2
d(k)2

]

S(k) . (3.134)

Der Geistformfaktor d(k) ist definitionsgemäß positiv, da lediglich Eichkonfigurationen er-
laubt sind, welche sich in der ersten Gribovregion befinden. Aufgrund dessen ist das Integral
S(k) (3.124) ebenfalls positiv, und damit gilt χ′(k) ≤ 0. Für sehr große Impulse k können
wir die asymptotische Form (3.131) von d(k) benutzen, so daß der Integrand von S(k) gegen
q2/
√

ln q/µ strebt. Ferner werden wir später zeigen, daß k2d(k) für k → 0 gegen Null strebt
(k2d(k) → 0) und ansonsten eine streng monoton wachsende Funktion ist. Damit gilt für
genügend große Impulse k die folgende Ungleichung für S(k)

S(k) ≤
k∫

0

dqq2 =
1

3
k3 , (3.135)

und somit unter Verwendung von Gl. (3.134) die Abschätzung

0 > χ′(k) & − NC

18π2
d(k)

[

1 +
NC

12π2
d(k)2

]

. (3.136)

Aufgrund des asymptotischen Verhaltens d(k) ∼ 1/
√

ln k/µ für k → ∞ können wir in dieser
Ungleichung den zweiten Term in der Klammer gegenüber der Eins vernachlässigen oder
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aber mit einem Faktor −2 multiplizieren, ohne das asymptotische Verhalten von χ(k) zu
verändern. Unter Verwendung der Relation (3.133) finden wir

d(k)

[

1 − 2
NC

12π2
d(k)2

]

=
d

dk
[kd(k)] (3.137)

und erhalten für das asymptotische Verhalten der Krümmung die Abschätzung

0 > χ′(k) & − NC

18π2

d

dk
[kd(k)] . (3.138)

Die Integration dieser Ungleichung im Intervall [k0, k] ergibt

0 > χ(k) − χ(k0) & −NC

9π2
[kd(k) − k0d(k0)] (3.139)

und führt auf das asymptotische Verhalten

0 >
χ(k)

k
& − NC

18π2
d(k) k → ∞ (3.140)

bzw. mit der Gl. (3.131) auf

χ(k) ∼ k
√

ln k/µ
k → ∞ . (3.141)

Insbesondere besitzt damit das Verhältnis zwischen skalarer Krümmung und der Gluonenergie
ω(k) das asymptotische Verhalten:

χ(k)

ω(k)
∼ χ(k)

k
∼ 1
√

ln k/µ
→ 0 k → ∞ . (3.142)

Zusammenfassend ergibt sich also für die Gluonenergie, den Geist- und Coulombformfaktor
sowie die skalare Krümmung im ultravioletten Grenzfall (k → ∞) das folgende asymptotische
Verhalten

ω(k) ∼
√

k2

d(k) ∼ 1
√

ln k/µ
, f(k) ∼ 1

√

ln k/µ

χ(k)

ω(k)
∼ 1
√

ln k/µ
. (3.143)

Die erste Gleichung repräsentiert die asymptotische Freiheit der Gluonen, welche sich bei
hohen Energien ω(k) ∼ k wie freie Teilchen verhalten. In der letzten Gleichung kommt die
Tatsache zum Ausdruck, daß der gekrümmte Konfigurationsraum der Eichpotentiale A⊥ für
hohe Impulse k in einen flachen Raum übergeht. Das Verhalten der Geistteilchen, repräsen-
tiert durch den Geistformfaktor d(k), unterscheidet sich asymptotisch von dem eines freien
Teilchens durch die anomale Dimension 1/

√

ln k/µ. Damit stehen diese Relationen in Über-
einstimmung mit der asymptotischen Freiheit.
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Infrarotes Verhalten

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Verhalten der Lösungen der gekoppelten Schwinger-
Dyson-Gleichungen im infraroten Grenzfall, also für k → 0. Dabei benutzen wir ebenfalls die
Winkelnäherung (3.115) und verwenden für die relevanten Größen im Grenzfall k → 0 die
Ansätze

ω(k) =
A

kα
, d(k) =

B

kβ
, χ(k) =

C

kγ
für k → 0 . (3.144)

Basierend auf diesen Ansätzen können wir für den infraroten Grenzfall k → 0 die gekoppelten
Schwinger-Dyson-Gleichungen für den Geistformfaktor (3.121) und die Krümmung (3.123)
lösen. In den verbleibenden Integralen (3.122) und (3.124) sind die Integrationen auf das
Intervall [0, k] eingeschränkt und können deshalb für den Grenzfall k → 0 mit den hier
zugrundeliegenden Ansätzen (3.144) berechnet werden. Wir erhalten

R(k) =
1

A

k∫

0

dqqα+2 =
1

A

kα+3

α+ 3
,

S(k) = B

k∫

0

dqq2−β = B
k3−β

3 − β
(3.145)

und damit für die Integrale (3.119) und (3.120)

I ′d(k) = −NC

6π2

B

A
· β + 2

α+ 3
kα−β , (3.146)

I ′χ(k) = − NC

12π2
B2β + 2

3 − β
k−2β . (3.147)

Die Ableitung der Geistgleichung (3.112) nach dem äußeren Impuls k

d′(k)
d(k)2

= I ′d(k) (3.148)

liefert dann zusammen mit (3.144) die Relation

A

B2
=
NC

6π2

β + 2

β(α+ 3)
kα−2β+1 . (3.149)

Da die linke Seite dieser Gleichung unabhängig von k ist, folgt daraus sofort ein Zusammen-
hang zwischen den Infrarotexponenten der Gluonen und der Geister

α = 2β − 1 . (3.150)

Das Einsetzen dieser Relation in (3.149) liefert dann einen Zusammenhang zwischen den
Koeffizienten A und B

A

B2
=
NC

6π2

β + 2

2β(β + 1)
. (3.151)
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Auf analoge Weise finden wir, ausgehend von der Ableitung der Krümmungsgleichung (3.114)
nach dem äußeren Impuls k

χ′(k) = I ′α(k), (3.152)

die Relation

C

B2
=

NC

12π2

β + 2

γ(3 − β)
kγ−2β+1 (3.153)

und damit insbesondere die Zusammenhänge

γ = 2β − 1 (3.154)

für die Infrarotexponenten γ und β, sowie

C

B2
=

NC

12π2

β + 2

(2β − 1)(3 − β)
(3.155)

für die Koeffizienten C und B. Insgesamt besteht aufgrund der Relationen (3.150) und (3.154)
der folgende Zusammenhang zwischen den Infrarotexponenten

α = γ = 2β − 1 . (3.156)

Damit besitzen insbesondere die Gluonen mit ω(k) und die Krümmung χ(k) dasselbe infrarote
Verhalten. Die Kombination der Gleichungen (3.151) und (3.155) erlaubt die Elimination der
Konstanten B und führt auf den Zusammenhang

A

C
=

(2β − 1)(3 − β)

β(β + 1)
(3.157)

zwischen A und C. Unglücklicherweise kann die Gluongleichung (3.109) nicht in derselben
Weise behandelt werden, da der Integrand des verbleibenden Impulsintegrals Iω(k) (3.111)
nach der Berechnung des Winkelintegrals mit der bereits diskutierten Winkelnäherung (3.115)
noch eine explizite Abhängigkeit vom äußeren Impuls k besitzt und damit die Ableitung
I ′ω(k) nach k zu einem deutlich komplizierteren Ausdruck führt, als dies bei I ′d(k) (3.119)
und I ′χ(k) (3.120) der Fall ist. Trotzdem läßt sich mit der Gluongleichung (3.109) ohne die
Verwendung der Winkelnäherung zeigen, daß im infraroten Grenzfall k → 0 die Gluonenergie
ω(k) gegen χ(k) strebt und somit neben den Infrarotexponenten α und γ (3.156) auch die
Infrarotkoeffizienten A und C übereinstimmen

A = C. (3.158)

Für den Beweis dieser Aussage betrachten wir die Gluongleichung (3.109) im infraroten
Grenzfall k → 0 und gehen an dieser Stelle von regularisierten Integralen innerhalb der Gluon-
gleichung aus. Durch die Renormierung der Gluongleichung im nächsten Abschnitt werden
die ultravioletten Divergenzen in den beiden Integralen (3.110), (3.111) der Gluongleichung
eliminiert und endliche Renormierungskonstanten eingeführt, welche jedoch im infraroten
Grenzfall k → 0 im Vergleich zu den divergenten Funktionen ω(k) und χ(k) unbedeutend
sind. Deshalb erhalten wir, unter Vernachlässigung endlicher Terme im Infraroten, die fol-
gende Gluongleichung für k → 0

ω2(k → 0) = χ2(k → 0) + Iω(k → 0) . (3.159)
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Da das Gluonintegral Iω(k) (3.111) ultraviolett divergent ist, kommen die wesentlichen Bei-
träge zum Integral aus Bereichen mit großem Integrationsimpuls q. Für größere Integrations-
impulse q und gegen Null strebende äußere Impulse k → 0 können wir im Integrand von Iω(k)
sowohl ω(q) als auch χ(q) im Vergleich zu den divergenten Größen ω(k → 0) und χ(k → 0)
vernachlässigen und erhalten damit

Iω(k → 0) =
[
χ2(k) − ω2(k)

]
· NC

4

∫
d3q

(2π)3
d2(k − q)f(k − q)

(k − q)2 ω(q)
. (3.160)

Unter Verwendung des ultravioletten Verhaltens der Lösungen (3.143) sehen wir, daß dieses
verbleibende Integral ultraviolett endlich ist

∫

dq
d2(q)f(q)

ω(q)
∼
∫

dq
1

q(ln q/µ)
3
2

= −2

∫

dq
d

dq

1

(ln q/µ)
1
2

. (3.161)

Basierend auf dem divergenten Verhalten der Gluonenergie ω(k) und der Krümmung χ(k)
im Grenzfall k → 0 folgt aus den Gleichungen (3.159) und (3.160) die Relation

ω(k → 0) = χ(k → 0) . (3.162)

Im Rahmen der im Abschnitt 3.5.3 zu diskutierenden vollen numerischen Lösungen finden
wir ebenfalls diesen zentralen Zusammenhang (3.162) zwischen ω(k) und χ(k). Damit folgt
insbesondere aus den Gl. (3.157) und (3.158) β = 1 und ferner mit Gl. (3.156) α = γ = 1.
Insgesamt erhalten wir also das folgende Lösungsverhalten im infraroten Grenzfall k → 0

ω(k) = χ(k) =
A

k
(3.163)

d(k) =

√

8π2A

NC
· 1

k
. (3.164)

An dieser Stelle ist zu bemerken, daß das hier vorliegende infrarote Verhalten für den Geist-
formfaktor d(k) ∼ 1

k zu einem exakt linear ansteigenden Potential zweier Farbladungen bei
großen Abständen führt, wenn wir für das infrarote Verhalten der Coulombformfunktion f(k)
(3.113) den führenden Term f(k → 0) = 1 zugrunde legen.

3.5.2 Renormierung der Schwinger-Dyson-Integralgleichungen

Die Integrale der Schwinger-Dyson-Integralgleichungen (3.109), (3.112), (3.113) und (3.114)
enthalten ultraviolett divergente Integrale und erfordern deshalb eine Regularisierung und
Renormierung. Die Renormierung der Schwinger-Dyson-Gleichungen in der Coulombeichung
wurde bereits in der Arbeit [20] diskutiert. Allerdings unterscheiden sich die hier vorliegen-
den Integralgleichungen von denen in [20] durch die Berücksichtigung der Krümmung χ im
Konfigurationsraum und führen deshalb auf ein komplizierteres Renormierungsschema.

In der folgenden Diskussion der Renormierung benutzen wir der Einfachheit halber einen

”
Impuls-Cutoff“6 Λ als Regulator der ultraviolett divergenten Integrale. Wir sind uns dabei

der Tatsache bewußt, daß diese Art der Regularisierung die Eichinvarianz verletzen kann

6Wir bezeichnen diese obere Schranke Λ bei den Impulsintegralen im folgenden wie üblich als
”
Cutoff“.
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und dadurch möglicherweise spuriose Divergenzen auftreten. Andererseits verursacht die Be-
schränkung auf das Zweischleifenniveau in der Coulombenergie ebenfalls spuriose, ultravio-
lette Divergenzen. Der entscheidende Punkt in diesem Zusammenhang ist jedoch, daß weder
das infrarote noch das ultraviolette Verhalten der interessierenden Größen, welche durch die
Schwinger-Dyson-Gleichungen bestimmt werden, von der speziellen Art der Regularisierung
bzw. Renormierung abhängen.

Durch die Einführung eines
”
Impuls-Cutoffs“ Λ werden die Integrale der Schwinger-

Dyson-Gleichungen vom Cutoff Λ abhängig. Wir betrachten zunächst die Integralgleichung
(3.112)

1

d(k,Λ)
=

1

g
− Id(k,Λ) (3.165)

mit

Id(k,Λ) =
NC

2

Λ∫
d3q

(2π)3

(

1 − (k̂q̂)2
) d(k − q)

(k − q)2ω(q)
(3.166)

für den Geistformfaktor d(k,Λ), welcher nun vom Cutoff Λ abhängt. Andererseits kann der
Formfaktor d(k,Λ) nur dann eine physikalische Bedeutung haben, wenn er unabhängig vom
Cutoff Λ ist.7 Dies wird üblicherweise realisiert, indem die Kopplungskonstante g(Λ) Cutoff-
abhängig wird und die aus der Gleichung (3.165) resultierende Bedingung

d

dΛ

1

d(k,Λ)
= − 1

g(Λ)2
dg(Λ)

dΛ
− d

dΛ
Id(k,Λ) = 0 (3.167)

erfüllt, so daß damit tatsächlich d(k,Λ) unabhängig von Λ ist. Im Grenzfall Λ → ∞ können
wir die Abhängigkeit von ω(q) und d(q) im Integral Id (3.166) vernachlässigen und erhalten
damit den Ausdruck

dId(k,Λ)

dΛ

∣
∣
∣
∣
Λ→∞

=
NC

3

1

2π2

d(k = Λ,Λ)

ω(k = Λ,Λ)
, (3.168)

welcher unabhängig vom äußeren Impuls k ist. Da ω(k) aufgrund der Normierbarkeit des Wel-
lenfunktionals (3.34) positiv sein muß und auch d(k) innerhalb des ersten Gribov-Horizontes
positiv ist, hat der Ausdruck dId

dΛ ebenfalls positives Vorzeichen, und damit verschwindet die
Lösung g(Λ) von Gl. (3.167) asymptotisch für Λ → ∞. Ferner bleibt das Integral Id(k = Λ,Λ)
(3.166), wie auch in der Winkelnäherung (3.117) zu ersehen ist, im Grenzfall Λ → ∞ end-
lich und strebt gegen Null. Damit besitzen also d(k = Λ,Λ) und g(Λ) nach der Gl. (3.165)
dasselbe asymptotische Verhalten im Grenzfall Λ → ∞. Zusammen mit dem asymptotischen
Verhalten ω(k → ∞) ∼ k erhalten wir somit aus der Gl. (3.168)

Λ
dg

dΛ
= −βg3 , β =

β0

(4π)2
, β0 =

8NC

3
. (3.169)

Die Diskussionen in [20] zeigen, daß dieser Wert nicht mit dem störungstheoretischen Wert von
β0 = 11 NC/3 vergleichbar ist. In der vorliegenden Behandlung der Yang-Mills-Theorie kann

7Im Rahmen der Näherung f(k) = 1 ist das statische Potential zwischen zwei Quarks durch den Ausdruck

V = g2

2
G(−∂2)G = g2

2
d
g

1
−∂2

d
g

= 1
2
d(−∂2)d gegeben. Da dieses Quarkpotential eine Renormierungsgruppenin-

variante darstellt, ist d(k) ebenfalls renormierungsgruppeninvariant.
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die laufende Kopplungskonstante aus dem Coulombterm bestimmt werden. Dies führt auf den
Wert β0 = 12 NC/3 anstelle von β0 = 11 NC/3. Diese Abweichung ist auf die Abwesenheit
der Emission und Absorption transversaler Gluonen bei der Bildung des Erwartungswertes
des Hamiltonoperators zurückzuführen.

Die Gl. (3.169) hat die bekannte Lösung

g2(Λ) =
g2(µ)

1 + βg2(µ) ln
(

Λ2

µ2

) (3.170)

und zeigt für den Grenzfall Λ → ∞ in Übereinstimmung mit der asymptotischen Freiheit das
Verhalten

g2(Λ) =
1

β ln
(

Λ2

µ2

) (3.171)

für g(Λ). Dasselbe asymptotische Verhalten haben wir bereits in Gl. (3.131) für den Geist-
formfaktor d(k = Λ → ∞) erhalten, und damit sehen wir an dieser Stelle explizit die Über-
einstimmung des asymptotischen Verhaltens bei Λ → ∞ für den Geistformfaktor und die
laufende Kopplungskonstante

d(k = Λ → ∞) → g(Λ) . (3.172)

Wie bereits in der Winkelnäherung (3.117) zu ersehen ist, besitzt das Integral Id(k,Λ) (3.166)
in der Geistgleichung im ultravioletten Bereich eine logarithmische Divergenz. Die Renormie-
rung der Geistgleichung (3.165) erfolgt durch Subtraktion derselben Gleichung an einem
beliebig wählbaren Renormierungsimpuls µ

1

d(µ,Λ)
=

1

g(Λ)
− Id(µ,Λ) (3.173)

und führt auf

1

d(k,Λ)
=

1

d(µ,Λ)
− [Id(k,Λ) − Id(µ,Λ)] . (3.174)

Die Gl. (3.173) bestimmt, für eine feste Renormierungsskala µ, den Verlauf der laufenden
Kopplungskonstanten g(µ,Λ) genau in solcher Weise, daß die logarithmische Divergenz in
Id(k,Λ) kompensiert und damit letztlich der Geistformfaktor d(k,Λ) unabhängig vom Cut-
off Λ wird. Im Grenzfall Λ → ∞ ist diese Abhängigkeit von g(Λ) vom Cutoff Λ durch die Gl.
(3.171) gegeben. Die Differenz Id(k,Λ)−Id(µ,Λ) ist im ultravioletten Bereich endlich, so daß
wir den Grenzprozeß Λ → ∞ in der Gl. (3.174) vornehmen können

1

d(k)
=

1

d(µ)
− lim

Λ→∞
[Id(k,Λ) − Id(µ,Λ)] (3.175)

und mit der Bezeichung d(k,Λ → ∞) = d(k) die Unabhängigkeit des Geistformfaktors vom
Cutoff Λ ausnutzen. Mit Gl. (3.175) ist die Schwinger-Dyson-Gleichung für den Geistform-
faktor renormiert und enthält eine beliebige Renormierungskonstante d(µ).

Zur Renormierung der Integralgleichungen für die Krümmung χ(k) (3.114) und den Cou-
lombformfaktor f(k) (3.113) benutzen wir ebenfalls dieses minimale Subtraktionsschema. Wir
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erhalten dadurch für eine beliebige Renormierungsskala µ die renormierten Integralgleichun-
gen

χ(k) = χ(µ) + ∆Iχ(k) (3.176)

f(k) = f(µ) + ∆If (k) , (3.177)

mit

∆Iχ(k) = Iχ(k,Λ) − Iχ(µ,Λ) (3.178)

∆If (k) = If (k,Λ) − If (µ,Λ). (3.179)

Diese Differenzintegrale ∆Iχ und ∆If sind ultraviolett endlich, so daß der Grenzprozeß
Λ → ∞ realisiert werden kann. Die im Rahmen dieses Renormierungsprozesses eingeführ-
ten Renormierungskonstanten χ(µ) und f(µ) haben grundsätzlich Einfluß auf den Verlauf
der Lösungen. Wir werden jedoch im nächsten Abschnitt bei der Diskussion der numerischen
Ergebnisse sehen, daß der Einfluß dieser Renormierungskonstanten auf das Lösungsverhalten
sehr schwach ist und vor allen Dingen weder das infrarote noch das ultraviolette Verhalten
der Lösungen beeinflußt.

Im Vergleich zur Renormierung der bisherigen Integralgleichungen für d(k), χ(k) und f(k)
ist die Behandlung der Gluongleichung (3.109) komplizierter. Das Renormierungsschema der
minimalen Subtraktion an einer beliebigen Renormierungsskala führt auf die Gleichung

ω(k)2 = ω(µ)2 + k2 − µ2 + χ(k)2 − χ(µ)2 + Iω(k) − Iω(µ) . (3.180)

Diese Subtraktion eliminiert zwar die divergente Konstante I0
ω (3.110), jedoch bleibt in dem

Differenzintegral Iω(k) − Iω(µ) eine ultraviolette Divergenz enthalten. Die Ursache für das
Auftreten dieser Divergenz ist einerseits auf die Beschränkung auf das Zweischleifenniveau in
der Energieberechnung und damit insbesondere auf die Faktorisierung (3.97) zurückzuführen,
und andererseits ist sie in der Beschränkung auf die Einschleifenterme bei der Berechnung
der Funktionalableitung δEC

δω(k) für die Gluongleichung zu sehen. Es ist bekannt, daß inner-

halb der Schleifenentwicklung die Eichinvarianz nicht Ordnung für Ordnung erhalten ist [25],
und deswegen kann der Abbruch dieser Schleifenentwicklung durch die Beschränkung auf das
Zweischleifenniveau in der Energie zum Auftreten spurioser Divergenzen führen, wie im vor-
liegenden Fall. Da solche spuriosen Divergenzen durch Terme mit höherer Schleifenordnung
wieder eliminiert werden, ist es an dieser Stelle gerechtfertigt, diese Divergenzen durch ein
geeignetes Vorgehen zu eliminieren.

Um die spuriosen Divergenzen in der Gluongleichung identifizieren zu können, benutzen
wir für das divergente Integral Iω(k) (3.111) die Darstellung

Iω(k,Λ) = I(2)
ω (k,Λ) + 2χ(k)I(1)

ω (k,Λ) , (3.181)

mit

I(n)
ω (k,Λ) =

NC

4

∫ Λ d3q

(2π)3

(

1 + (k̂q̂)2
)

· d(k − q)2f(k − q)

(k − q)2

· [ω(q) − χ(q)]n − [ω(k) − χ(k)]n

ω(q)
. (3.182)

Der erste Term in Gl. (3.181) enthält eine quadratische Divergenz. Da dieser quadratisch di-

vergente Term in I
(2)
ω (k) jedoch unabhängig vom äußeren Impuls k ist, eliminiert die minimale
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Subtraktion diese Divergenz, und die Differenz I
(2)
ω (k)−I(2)

ω (µ) ist damit endlich. Das Integral

I
(1)
ω (k) im zweiten Term der Gl. (3.181) beinhaltet eine lineare Divergenz. Im Gegensatz zum

ersten Term in (3.181) hat nun dieser linear divergente Term mit χ(k) einen vom äußeren

Impuls k abhängigen Vorfaktor, und damit bleibt die Differenz χ(k)I
(1)
ω (k,Λ)−χ(µ)I

(1)
ω (µ,Λ)

divergent. Für die weitere Diskussion betrachten wir die Differenz Iω(k)− Iω(µ) in der Form

Iω(k,Λ) − Iω(µ,Λ) =
[

I(2)
ω (k,Λ) − I(2)

ω (µ,Λ)
]

︸ ︷︷ ︸

endlich

+2χ(k)
[

I(1)
ω (k,Λ) − I(1)

ω (µ,Λ)
]

︸ ︷︷ ︸

endlich

+ 2 [χ(k) − χ(µ)] I(1)
ω (µ,Λ)
︸ ︷︷ ︸

divergent

, (3.183)

in der I
(1)
ω (k) − I

(1)
ω (µ) endlich und lediglich der letzte Term divergent ist. Dieser nach der

Subtraktion verbleibende, divergente Term steht im unmittelbaren Zusammenhang mit der
Krümmung χ des Konfigurationsraumes und würde unter Vernachlässigung der Krümmung
sofort verschwinden. Trotzdem wird die anschließende Diskussion der numerischen Lösungen
zeigen, daß die Berücksichtigung der Krümmungsterme von fundamentaler Bedeutung für das
physikalische Verhalten des Yang-Mills-Vakuums ist. Die in Gl. (3.183) verbleibende, spurio-

se Divergenz in I
(1)
ω (k,Λ) verletzt zwar die Eichinvarianz, würde jedoch durch Terme mit

höherem Schleifenniveau wieder eliminiert werden und damit zu einer endlichen Konstante
I

(1)
ω (k,Λ) führen. In der folgenden Behandlung werden wir aus den oben genannten Gründen

lediglich den endlichen Teil der Konstante I
(1)
ω (µ) verwenden, welchen wir mit I

′(1)
ω (µ) be-

zeichnen. Da der genaue Wert dieser Konstanten I
′(1)
ω (µ) nicht bekannt ist, werden wir im

Rahmen der numerischen Behandlung den Einfluß dieser Konstanten auf das Verhalten der
Lösungen diskutieren.

Die Anwendung dieses Renormierungsschemas, insbesondere die Ersetzung der unendli-

chen Konstanten I
(1)
ω (µ,Λ) durch den endlichen Anteil I

′(1)
ω (µ), auf die Gluongleichung (3.180)

führt zu der Darstellung

ω(k)2 = k2 + χ(k)2 + ω(µ)2 − µ2 − χ(µ)2 +
[

I(2)
ω (k,Λ) − I(2)

ω (µ,Λ)
]

+ 2χ(k)
[

I(1)
ω (k,Λ) − I(1)

ω (µ,Λ)
]

+ 2 [χ(k) − χ(µ)] I ′(1)ω (µ) . (3.184)

Unter Verwendung der renormierten Integralgleichung (3.176) für die Krümmung χ(k) erhal-
ten wir

ω(k)2 = k2 − µ2 + ∆Iχ(k)2 + ξ∆Iχ(k) +
[

I(2)
ω (k,Λ) − I(2)

ω (µ,Λ)
]

+ 2 [χ(µ) + ∆Iχ(k)]
[

I(1)
ω (k,Λ) − I(1)

ω (µ,Λ)
]

+ ω(µ)2 , (3.185)

mit der Renormierungskonstanten ξ anstelle von I
′(1)
ω (µ)

ξ = 2
[

χ(µ) + I ′(1)ω (µ)
]

. (3.186)

Insgesamt enthalten die renormierten Integralgleichungen (3.175), (3.176), (3.177) und (3.185)
fünf verschiedene Renormierungskonstanten d(µ), χ(µ), f(µ), ω(µ) und ξ. Im Rahmen der
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numerischen Behandlung zeigt sich, daß der Einfluß dieser Renormierungskonstanten auf
die selbstkonsistenten Lösungen der renormierten Integralgleichungen gering ist. Dies trifft
für alle Renormierungskonstanten mit Ausnahme von d(µ) zu. Ferner zeigt sich, daß weder
das infrarote noch das ultraviolette Verhalten der Lösungen von den Werten der Renormie-
rungskonstanten χ(µ), f(µ), ω(µ) und ξ abhängt. Eine Ausnahme diesbezüglich stellt die
Renormierungskonstante d(µ) des Geistformfaktors dar. Nur für die Wahl des (kritischen)
Wertes von d(µ), für welchen 1/d(µ→ 0) → 0 gilt, haben die gekoppelten Schwinger-Dyson-
Gleichungen eine Lösung, welche zu den analytischen Lösungen aus dem Abschnitt 3.5.1
konsistent ist.

3.5.3 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt präsentieren wir die Ergebnisse der numerischen Behandlung des ge-
koppelten Schwinger-Dyson-Integralgleichungssystems (3.175), (3.185), (3.176) und (3.177)
für den Geistformfaktor d(k), die Gluonenergie ω(k), die skalare Krümmung χ(k) und den
Coulombformfaktor f(k). Zu diesem Zweck ist es von Vorteil, dimensionslose Größen ein-
zuführen, indem wir alle dimensionsbehafteten Funktionen mit der Gluonenergie δ ≡ ω(µ)
an einem beliebigen Renormierungspunkt µ reskalieren. Wir bezeichnen die mit der Energie δ
reskalierten Größen mit einem Querstrich

k̄ =
k

δ
, ω̄(k̄) =

ω(k = k̄δ)

δ
, χ̄(k̄) =

χ(k = k̄δ)

δ
. (3.187)

Sowohl die Formfaktoren d(k) und f(k) als auch die Kopplungskonstante g sind in d = 3 Di-
mensionen bereits dimensionslose Größen. Vor der numerischen Berechnung der gekoppelten
Schwinger-Dyson-Gleichungen müssen zunächst die Renormierungskonstanten

d(µ̄) , ξ̄ = 2[χ̄(µ̄) + Ī ′(1)ω (µ̄)] , χ̄(µ̄) , f(µ̄) (3.188)

festgelegt werden. An dieser Stelle ist zu beachten, daß die Renormierungskonstante ω(µ)
bereits in den dimensionslosen Größen implementiert ist.

Die gekoppelten Schwinger-Dyson-Integralgleichungen werden im Rahmen der numeri-
schen Genauigkeit, ohne die Verwendung der bereits diskutierten Winkelnäherung, gelöst.
Um in konsistenter Weise die Berechnung der Integralgleichungen auf dem Einschleifenniveau
zu behandeln, sollten wir für den Coulombformfaktor f(k) (3.113) lediglich den führenden
Term f(k) = 1 berücksichtigen. Dadurch verlieren wir jedoch im perturbativen Bereich die
anomale Dimension von f(k)(∼ 1/

√

ln k2/µ2, k → ∞), welche insbesondere für die Konver-
genz einiger Einschleifenintegrale in der Gluongleichung (3.185) wichtig ist. Um nun einerseits
diese anomale Dimension und andererseits eine möglichst kleine Korrektur zu f(k) = 1 zu
erhalten, lösen wir die Integralgleichung (3.177) für den Coulombformfaktor unter Verwen-
dung des nackten Geistformfaktors d(k) = 1 und verwenden die Renormierungsbedingung
f(µ̄) = 1.

Wir berechnen die Integrale in den Schwinger-Dyson-Gleichungen numerisch mit der
Gauß-Legendre-Methode und benutzen, insbesondere um den infraroten Lösungsbereich mit
hoher Genauigkeit zu erfassen, eine logarithmische Stützstellenverteilung für die Impulsinte-
gration. Die nichtlinearen Integralgleichungen werden dann mit Hilfe eines speziell für diese
Gleichungen entwickelten, iterativen Lösers selbstkonsistent gelöst.8 In den Abb. 3.5, 3.6 und

8Nähere Details zu den hier verwendeten numerischen Methoden sind im Anhang B zu finden.
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Abbildung 3.5: Lösungen für den Geistformfaktor d(k) für die Wahl unterschiedlicher Renor-
mierungskonstanten d(µ̄) = 7.0, 8.6 und 8.716.
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Abbildung 3.6: Lösung für die Gluonenergie ω̄(k) und die Krümmung χ̄(k) im Konfigurati-
onsraum für den Renormierungswert ξ̄ = 0.

3.7 sind die mit dieser Methode berechneten, selbstkonsistenten Lösungen für die Wahl der
Renormierungskonstanten ξ̄ = χ̄(µ̄) = 0 dargestellt, an dem beliebig wählbaren Renormie-
rungsimpuls µ̄ = 0.32. Die noch verbleibende Renormierungskonstante d(µ̄) des Geistform-
faktors wird wie folgt fixiert.
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Abbildung 3.7: Geistformfaktor d(k) und Coulombformfaktor f(k) für ξ̄ = 0.

Die Integralgleichung (3.175) für den Geistformfaktor d(k) ist explizit unabhängig von der
Krümmung χ(k), dem Coulombformfaktor f(k) und den Renormierungskonstanten ξ̄, χ̄(µ)
und f(µ). Somit hängt für eine vorgegebene Gluonenergie ω̄(k) die Lösung d(k) der Inte-
gralgleichung (3.175) lediglich von der Renormierungskonstanten d(µ) ab. Die Abb. 3.5 zeigt,
basierend auf der in Abb. 3.6 dargestellten Gluonenergie ω̄(k), die unterschiedlichen Lösungen
d(k) der Geistgleichung (3.175) für die jeweiligen Renormierungswerte von d(µ). Daraus ist
ersichtlich, daß das ultraviolette Verhalten der unterschiedlichen Lösungen unabhängig von
der Renormierungskonstanten d(µ) ist und mit dem in Abschnitt 3.5.1 analytisch berechne-
ten, asymptotischen Verhalten (3.131) übereinstimmt. Demgegenüber sehen wir eine starke
Beeinflussung des infraroten Lösungsverhaltens von d(k) durch den Renormierungsparameter
d(µ). Für Werte d(µ) < dkr, welche kleiner als der sogenannte kritische Wert dkr sind, strebt
die Lösung d(k) im infraroten Grenzfall k → 0 gegen eine Konstante. Am kritischen Punkt
d(µ) = dkr divergiert der Geistformfaktor in Übereinstimmung mit dem analytischen Ergeb-
nis (3.164) für den Grenzfall k → 0. Für Werte von d(µ) > dkr, welche über dem kritischen
Wert liegen, existiert keine Lösung für den Geistformfaktor mehr. Der kritische Wert dkr ist
also genau derjenige Wert von d(µ), welcher zu einem infrarot divergierenden Geistformfaktor
führt und damit die

”
horizon condition“ [46]

d−1(k → 0) → 0 (3.189)

erfüllt. Dieser kritische Wert dkr ist eindeutig und wird aus den folgenden Gründen als phy-
sikalischer Wert für d(µ) identifiziert:

i) Für die (2 + 1)-dimensionale Yang-Mills-Theorie läßt sich analytisch exakt beweisen,
daß nur für einen divergierenden Geistformfaktor eine konsistente Lösung der Integral-
gleichungen existiert (siehe Abschnitt 3.6).
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ii) Nur für diesen kritischen Wert dkr besitzt der Geistformfaktor ein infrarot divergentes
Verhalten und erfüllt damit die

”
horizon condition“ (3.189).

iii) Der im Infraroten divergierende Geistformfaktor stimmt mit den im Rahmen der ana-
lytischen Untersuchungen gefundenen Ergebnissen für den infraroten Grenzfall k → 0
überein (siehe Gl. (3.164)).

iv) Der divergente Geistformfaktor bewirkt, wie wir später noch diskutieren werden, ein
linear ansteigendes Coulombpotential.

An dem beliebig gewählten Renormierungspunkt µ̄ = 0.32 ist der kritische Wert für die
Renormierungskonstante des Geistformfaktors durch dkr = 8.769 gegeben. Für die weitere
Diskussion der numerischen Ergebnisse werden wir für die Renormierungskonstante d(µ) den
kritischen Wert dkr zugrunde legen.

Nach der Festlegung der Renormierungskonstanten f(µ) und d(µ) (ω(µ) ist bereits in
der Skalierung enthalten) untersuchen wir die Abhängigkeit der selbstkonsistenten Lösungen
von den verbleibenden Renormierungskonstanten ξ̄ und χ̄(µ). Entsprechende Untersuchungen
zeigen, daß bei einer Variation der Renormierungskonstanten χ̄(µ) im Intervall [−1, 1] die
Änderungen in der selbstkonsistenten Lösung kleiner als 0.001% sind und somit praktisch
keine Abhängigkeit von der Renormierungskonstanten χ̄(µ) vorliegt. Wir verwenden deshalb
für alle numerischen Berechnungen den Wert χ̄(µ) = 0.

Im Gegensatz dazu, wie in den Abb. 3.8 und 3.9 dargestellt, zeigen die selbstkonsistenten
Lösungen für d(k) und ω̄(k) bei einer Variation von ξ̄ im Intervall [−1, 0] leichte Unterschie-
de. In Übereinstimmung mit den analytischen Untersuchungen im Abschnitt 3.5.1 bleiben
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Abbildung 3.8: Geistformfaktor d(k) für ξ̄ = 0,−0.5 und −1.0.

jedoch sowohl das ultraviolette als auch das infrarote Lösungsverhalten unabhängig von der
speziellen Wahl der Renormierungskonstanten ξ̄. Die analytischen Berechnungen zum infra-
roten Lösungsverhalten der Schwinger-Dyson-Gleichungen im Rahmen der Winkelnäherung
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Abbildung 3.9: Gluonenergie ω̄(k) für ξ̄ = 0,−0.5 und −1.0.

zeigen, daß sowohl die infraroten Gluon- und Geistexponenten α und β = 1
2(α+ 1) als auch

das Verhältnis A
B2 (3.144) der Infrarotkoeffizienten von ω̄(k) und d(k) unabhängig von den

Renormierungskonstanten ξ̄ und χ̄(µ) sind. Die numerischen Berechnungen im vorliegenden
Abschnitt bestätigen diese Aussagen auch ohne die Benutzung der Winkelnäherung. In der
Abb. 3.10 ist der Infrarotexponent α und das Verhältnis A

B2 in Abhängigkeit von der Renor-
mierungskonstanten ξ̄ dargestellt. Da in Abb. 3.10 praktisch keine Abhängigkeit der Größen
von ξ̄ zu sehen ist, benutzen wir für die weitere Diskussion den Renormierungswert ξ̄ = 0.

Die im Rahmen dieser numerischen Untersuchung erhaltenen selbstkonsistenten Lösungen
stehen in qualitativer Übereinstimmung mit den analytischen Berechnungen. Für große Im-
pulse k → ∞ hat die Gluonenergie mit ω(k) ∼

√
k2 das Verhalten eines nicht wechselwirken-

den, freien Bosons, und die Krümmung des Konfigurationsraumes verschwindet asymptotisch
mit χ(k)/ω(k) ∼ 1√

ln k/µ
. Dieses Verhalten steht in Übereinstimmung mit den Vorstellungen

der asymptotischen Freiheit. Für kleine Impulse k → 0 bewirkt die divergierende Gluonener-
gie ω(k) eine Unterdrückung der freien Gluonen im Infraroten und liefert damit einen ersten
Hinweis auf den Farbeinschluß. Während also einerseits der Gluonpropagator 1

2ω(k) → 0 im

infraroten Grenzfall k → 0 verschwindet, divergiert andererseits der Geistpropagator d(k)/k2

für k → 0. Interessanterweise ergeben Untersuchungen in Landau-Eichung [49, 50] im Rahmen
der Funktionalintegralmethoden dasselbe Verhalten für den Gluon- und Geistpropagator.

Aus der Abb. 3.6 ist zu entnehmen, daß die Gluonenergie ω(k) für k → 0 asymptotisch
in die Krümmung χ(k) übergeht. Dieses Verhalten wurde bereits im Rahmen der analyti-
schen Behandlung in Abschnitt 3.5.1 gefunden und zeigt den Effekt der durch den Faddeev-
Popov-Operator (−∂iD̂i) repräsentierten, nichttrivialen Metrik des Konfigurationsraumes.
Diese nichttriviale Metrik (−∂iD̂i) bestimmt damit das infrarote Verhalten der Theorie und
ist damit für den Farbeinschluß von zentraler Bedeutung. Dies verdeutlichen die in den Abb.
3.11 und 3.12 dargestellten selbstkonsistenten Lösungen für ω(k) und d(k), in welchen die
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Abbildung 3.10: A/B2 und α in Abhängigkeit von ξ̄.
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Abbildung 3.11: Selbstkonsistente Lösung der Gluonenergie ω̄(k) bei unterschiedlicher Be-
handlung der Krümmung für ξ̄ = 0.

Krümmung einerseits vollständig enthalten ist, und andererseits wie in [21] nur im Cou-
lombterm bzw. wie in [20] in allen Termen vernachlässigt wurde. Während im perturbativen
Bereich k → ∞ die Lösungen übereinstimmen, sehen wir in dem für den Farbeinschluß rele-
vanten Bereich k → 0 ein deutlich unterschiedliches Verhalten, obwohl wir in allen drei Fällen
die Horizontbedingung d−1(k → 0) = 0 als Renormierungsbedingung für d(µ) zugrunde legen.
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Abbildung 3.12: Selbstkonsistente Lösung des Geistformfaktors d(k) bei unterschiedlicher
Behandlung der Krümmung für ξ̄ = 0.

Insbesondere führt die vollständige Vernachlässigung der Krümmung auf eine endliche Gluon-
energie ω(k → 0) = const. im Infraroten und bewirkt damit den Verlust des Farbeinschlusses
der Gluonen. Für die Infrarotexponenten (3.144) gilt dann, basierend auf der Summenregel
(3.156), α = 0, β = 1

2 und γ = 0. Somit besitzen die Gluonenergie und der Geistform-
faktor unter Vernachlässigung der Krümmung das asymptotische Verhalten d(k) ∼ 1√

k
und

ω(k) = const. im Grenzfall k → 0.

3.5.4 Das nicht-abelsche Coulombpotential

Der Erwartungswert des Coulombterms im Yang-Mills-Hamiltonoperator (3.6) kann als wech-
selwirkendes Potential zwischen Farbladungsdichten ρa(x) interpretiert werden. Dieses stati-
sche Quarkpotential läßt sich aus dem Coulombterm durch die Bildung des Erwartungswertes
ableiten unter der Annahme, daß die Farbladungsdichte ρa(x) durch zwei statische, unendlich
schwere Farbladungsdichten

ρa(x) = gqa
(1)δ

(
x − x(1)

)
+ gqa

(2)δ
(
x − x(2)

)
(3.190)

gegeben ist. Die beiden statischen Farbladungen sind jeweils am Ort x(1) bzw. x(2) lokalisiert
und haben somit den Abstand r = x(1) − x(2) voneinander. Mit dieser Ladungsverteilung
finden wir die Coulombenergie

EC = E
(1)
C + E

(2)
C + qa

(1)V
ab
(
x(1),x(2)

)
qb
(2) , (3.191)

in der E
(1,2)
C die (divergenten) Selbstenergien der beiden statischen Quarks sind und

V ab
(
x(1),x(2)

)
= g2〈ω|F ab

(
x(1),x(2)

)
|ω〉 (3.192)
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Abbildung 3.13: Nicht-abelsches Coulombpotential für ξ̄ = 0 mit Berücksichtigung der
Krümmung im Konfigurationsraum (volle Linie) und unter Vernachlässigung der Krümmung
(gestrichelte Linie).

das statische Quarkpotential darstellt. Dabei ist F ab (x,x′) der in Gl. (3.12) definierte Cou-
lombpropagator. Innerhalb des hier diskutierten Einschleifenniveaus ist dieses Potential dia-
gonal im Farbraum und besitzt somit mit (3.74) die explizite Darstellung

V (r) =

∫
d3k

(2π)3
d(k)2f(k)

k2
eikr =

∫
d3k

(2π)3
V (k)eikr. (3.193)

In diesem Integral können wir die Winkelintegration analytisch durchführen und erhalten
schließlich

V (r) =
1

2π2

∞∫

0

dkd(k)2f(k)
sin(kr)

kr
. (3.194)

Bevor wir das numerische Ergebnis für das nicht-abelsche Coulombpotential präsentieren,
diskutieren wir zunächst das asymptotische Verhalten für k → 0 und k → ∞. Das im Ab-
schnitt 3.5.1 gefundene asymptotische Verhalten im infraroten Bereich f(k → 0) = const. und
d(k → 0) ∼ 1

k führt auf das Verhalten V (k) ∼ 1/k4 und damit exakt auf ein linear ansteigen-
des Coulombpotential. Unter Verwendung des asymptotischen Verhaltens d(k) ∼ 1√

ln k/µ
für

den Geistformfaktor (3.143) und der führenden Ordnung im Coulombformfaktor f(k) = 1
finden wir im ultravioletten Grenzfall k → ∞

k2V (k) ∼ 1

ln k/µ
, k → ∞ . (3.195)

Dieses Verhalten steht in Übereinstimmung mit dem in [51] gefundenen Ergebnis im Rahmen
der Einschleifen-Störungstheorie.
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Basierend auf den Ergebnissen des letzten Abschnitts können wir das in der Abb. 3.13
dargestellte, nicht-abelsche Coulombpotential numerisch berechnen. Wir erhalten einerseits
für kleine Abstände das gewöhnliche ∼ 1

r Verhalten und andererseits für große Abstände ein
nahezu linear ansteigendes Coulombpotential. Die genaue numerische Analyse ergibt für das
infrarote Verhalten 1/k3.7 im Gegensatz zu 1/k4, welches für ein exakt linear ansteigendes
Potential notwendig ist. Eine in [52] mit Funktionalintegralmethoden durchgeführte Analyse
des Coulombpotentials führt auf 1/k3.6.

Die Vernachlässigung der Krümmung im Konfigurationsraum bewirkt nicht nur eine im
Infraroten endliche Gluonenergie, sondern führt auch auf ein konstantes Coulombpotential
für große Abstände r → ∞ (siehe Abb. 3.13). Wir verlieren damit also sowohl den Farbein-
schluß der Gluonen als auch den der Quarks, wenn wir die Krümmung in den Schwinger-
Dyson-Gleichungen vernachlässigen. Die vorliegenden Untersuchungen zeigen also, daß die
vollständige Implementierung der Krümmung des Konfigurationsraumes, welche durch den
Faddeev-Popov-Operator zum Ausdruck kommt, von zentraler Bedeutung für die Eigenschaf-
ten des Farbeinschlusses ist.

Die im Rahmen der analytischen und numerischen Untersuchungen gefundenen Ergebnisse
unterscheiden sich wesentlich zu den in den Arbeiten [20, 21] von A. P. Szczepaniak und E.
S. Swanson gewonnenen Ergebnissen.

In der ersten Arbeit [20] wurde die Faddeev-Popov-Determinante vollständig vernachlässigt.
Dies führt zum Verlust der Krümmungsterme in der Vakuumenergie und hat daher insbe-
sondere im Hinblick auf das Infrarotverhalten und damit auf den Farbeinschluß der Gluonen
und Quarks erhebliche Konsequenzen. Einerseits ist dann die Gluonenergie für k → 0 endlich
(Abb. 3.11) und andererseits zeigt das Coulombpotential für diesen Fall keinen Farbein-
schluß mehr (Abb. 3.13). Noch drastischer sind die Konsequenzen im D = 2 + 1 dimensio-
nalen Fall, welcher im Abschnitt 3.6 behandelt wird. Dort beweisen wir ohne Verwendung
einer Näherung, daß bei Vernachlässigung der Krümmungsterme keine konsistente Lösung der
Schwinger-Dyson-Integralgleichungen mehr existiert. Insofern ist die in [20] vorgenommene
Vernachlässigung der Faddeev-Popov-Determinanten nicht zulässig.

Im Gegensatz dazu enthalten die analytischen Berechnungen in der zweiten Arbeit [21] die
Krümmungsterme, welche durch die Faddeev-Popov-Determinante zustande kommen. Aller-
dings ist in dieser Untersuchung die Krümmungsfunktion (3.88) χ(k) um den Faktor 2 zu groß,
und andererseits werden bei der numerischen Behandlung alle Krümmungsterme innerhalb
der Coulombenergie vernachlässigt. Dieser Unterschied in der Krümmungsfunktion hat weit-
reichende Konsequenzen. Eine entsprechende Untersuchung des infraroten Lösungsverhaltens
der Schwinger-Dyson-Integralgleichungen (vgl. Abschnitt 3.5.1) mit einer um den Faktor 2 zu
großen Krümmung führt auf komplexe Infrarotexponenten in den Funktionen (2.147). Auf-
grund dessen ist es nicht verwunderlich, daß die Lösungen in [21] für die Gluonenergie und
den Geistformfaktor einen konstanten Verlauf zeigen und damit weder den Farbeinschluß der
Gluonen noch der Quarks enthalten. Selbst die Berücksichtigung der richtigen Krümmungs-
funktion (3.88) χ(k) unter Vernachlässigung der Krümmungsterme im Coulombintegral führt
auf ein völlig anderes Infrarotverhalten als die Lösungen bei vollständiger Implementierung
der Krümmung in allen Energietermen (vgl. Abb. 3.11 und 3.12).
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3.6 Yang-Mills-Theorie in D = 2 + 1 Dimensionen

Die Yang-Mills-Theorie in D = 2 + 1 Dimensionen ist in mehrfacher Hinsicht von Inter-
esse. Einerseits nimmt sie im Zusammenhang mit dem Hochtemperaturlimes der (3 + 1)-
dimensionalen Theorie, welcher einer (2 + 1)-dimensionalen Yang-Mills-Theorie zusammen
mit einem Higgsfeld entspricht, eine zentrale Rolle ein. Andererseits stellt sie für die Un-
tersuchung der nicht-perturbativen Eigenschaften des Yang-Mills-Vakuums, insbesondere des
Farbeinschlusses, eine interessante Modelltheorie dar. Wir untersuchen deshalb im vorliegen-
den Abschnitt die Eigenschaften der Schwinger-Dyson-Integralgleichungen für die Gluonener-
gie (3.109), den Geistformfaktor (3.112), den Coulombformfaktor (3.113) und die Krümmung
im Konfigurationsraum (3.114) in D = 2 + 1 Dimensionen und stellen die Unterschiede zu
den bereits präsentierten Ergebnissen für D = 3 + 1 in den Mittelpunkt der Diskussion.

Da in 2 + 1 Dimensionen die Kopplungskonstante g die Dimension
√
E besitzt, können

wir alle dimensionsbehafteten Größen mit der Kopplungskonstanten g skalieren und erhalten
insbesondere mit

k̄ =
k

g2
, ω̄(k̄) =

ω(g2k̄)

g2
, d̄(k̄) =

d(g2k̄)

g
, f̄(k̄) = f(g2k̄), χ̄(k̄) =

χ(g2k̄)

g2
(3.196)

dimensionslose Größen. Diese Reskalierung bewirkt außerdem die vollständige Elimination
der Kopplungskonstanten g aus allen Schwinger-Dyson-Integralgleichungen. Basierend auf
den dimensionslosen Funktionen (3.196) erhalten wir für die Gluonenergie

ω̄(k̄)2 = k̄2 + χ̄(k̄)2 + Īω(k̄) + Ī0
ω (3.197)

mit

Ī0
ω =

NC

2

∫
d2q̄

(2π)2

(

1 − (k̄q̄)2

k̄2q̄2

)
1

ω̄(q̄)
(3.198)

Īω(k̄) =
NC

2

∫
d2q̄

(2π)2
(k̄q̄)2

k̄2q̄2
· d̄(k̄ − q̄)2f̄(k̄ − q̄)

(k̄ − q̄)2
·
[
ω̄(q̄) − χ̄(q̄) + χ̄(k̄)

]2 − ω̄(k̄)2

ω̄(q̄)
, (3.199)

für den Geistformfaktor

1

d̄(k̄)
= 1 − NC

2

∫
d2q̄

(2π)2

(

1 − (k̄q̄)2

k̄2q̄2

)
d̄(k̄ − q̄)

(k̄ − q̄)2ω̄(q̄)
= 1 − Īd(k̄) , (3.200)

den Coulombfaktor

f̄(k̄) = 1 +
NC

2

∫
d2q

(2π)2

(

1 − (k̄q̄)2

k̄2q̄2

)
d̄(k̄ − q̄)2f̄(k̄ − q̄)

(k̄ − q̄)2ω̄(q̄)
= 1 + Īf (k̄) (3.201)

und die Krümmung im Konfigurationsraum

χ̄(k̄) =
NC

2

∫
d2q

(2π)2

(

1 − (k̄q̄)2

k̄2q̄2

)
d̄(k̄ − q̄)d̄(q̄)

(k̄ − q̄)2
= Īχ(k̄) . (3.202)

Für die folgenden Untersuchungen und Diskussionen verzichten wir in der Notation auf den
Querbalken für die dimensionslosen Größen und bezeichnen diese wie bisher ohne Querbalken.
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3.6.1 Exakte analytische Eigenschaften

Für die Yang-Mills-Theorie in 2+1 Dimensionen lassen sich einige exakte Aussagen über die
Schwinger-Dyson-Integralgleichungen (3.197), (3.200), (3.201) und (3.202) beweisen, welche
insbesondere im Hinblick auf die Konsistenz der Lösungen interessante Schlußfolgerungen
erlauben. Wir werden zunächst diese Eigenschaften der Integralgleichungen, welche auf keiner
Näherung basieren, beweisen und anschließend die sich daraus ergebenden, physikalischen
Konsequenzen diskutieren.

Dazu betrachten wir zunächst den Geistformfaktor d(k), welcher durch die Integral-
gleichung (3.200) bestimmt ist. Das Integral Id(k) dieser Schwinger-Dyson-Gleichung ist in
2 + 1 Dimensionen konvergent und erfordert damit keine Renormierung. Für den Geistform-
faktor können wir folgende Behauptung beweisen.

Beh. 1: Falls d(k) im Intervall (0,∞) stetig ist, gilt d(k) ≥ 1 für alle k ∈ (0,∞).

Der Beweis dieser Behauptung erfolgt durch Widerspruch. Wir nehmen zunächst an, es gelte
d(k) < 0 für alle k ∈ (0,∞). Da aufgrund der Normierbarkeit des Wellenfunktionals (3.34)
ω(k) ≥ 0 ist, folgt aus (3.200) −Id(k) ≥ 0 und damit 1

1−Id(k) = d(k) > 0. Dies ist ein

Widerspruch zur Annahme d(k) < 0. Damit kann also d(k) nicht auf dem kompletten Intervall
(0,∞) negativ sein. Wir nehmen im folgenden an, daß es zumindest einen Impuls k′ gibt,
für den d(k′) < 0 ist. Da nach Voraussetzung d(k) stetig ist und andererseits nicht auf dem
gesamten Impulsbereich negativ sein kann, muß d(k) mindestens eine Nullstelle k0 mit d(k0) =
0 besitzen. Damit dies möglich ist, muß nach Gl. (3.200) Id(k) bei k0 einen Vorzeichenwechsel
haben und somit für ǫ > 0 entweder Id(k0+ǫk0) > 0 und Id(k0−ǫk0) < 0 oder Id(k0+ǫk0) < 0
und Id(k0 − ǫk0) > 0 gelten. Eine kleine Umformung ergibt

Id(k0 + ǫk0) =
NC

2

∫
d2q

(2π)2

(

1 − (k0(q + ǫk0))
2

k2
0((q + ǫk0))2

)
d(k0 − q)

(k0 − q)2ω(q + ǫk0))
(3.203)

und

Id(k0 − ǫk0) =
NC

2

∫
d2q

(2π)2

(

1 − (k0(q − ǫk0))
2

k2
0((q − ǫk0))2

)
d(k0 − q)

(k0 − q)2ω(q − ǫk0))
. (3.204)

Dies zeigt, daß sowohl Id(k0 + ǫk0) als auch Id(k0− ǫk0) dasselbe Vorzeichen besitzen, was im
Widerspruch zur obigen Annahme steht. Somit gilt d(k) ≥ 0. Aus der Gl. (3.200) folgt damit
Id(k) ≥ 0 und insbesondere d(k) = 1

1−Id(k) ≥ 1.

Im Hinblick auf die Konsistenz der Integralgleichungen ist die folgende Behauptung von
zentraler Bedeutung.

Beh. 2: Sei d(k) im Intervall (0,∞) stetig und ω(k) erfülle das folgende Verhalten: Es
existiert ein ǫ > 0 mit ω(k) ≤ a(− ln k) ∀k ∈ (0, ǫ] mit einem beliebigen a > 0.
Dann besitzt die Integralgleichung (3.200) für den Geistformfaktor keine Lösung.

Der Beweis dieser Behauptung erfolgt ebenfalls durch Widerspruch. Für ein k < ǫ gilt

Id(k) =
NC

8π2

∞∫

0

dq
q

ω(q)

2π∫

0

dϕ sin2 ϕ · d(k − q)

(k − q)2
(3.205)
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und wegen d(k) ≥ 0 (Beh. 1)

Id(k) ≥
NC

8π2

∞∫

0

dq
q

ω(q)

2π∫

0

dϕ sin2 ϕ · 1

(k − q)2
≥ NC

8π2

ǫ∫

0

dq
q

ω(q)

2π∫

0

dϕ sin2 ϕ · 1

(k − q)2
.

(3.206)

Die Winkelintegration können wir analytisch berechnen und erhalten dann

Id(k) ≥
NC

8π2





k∫

0

dq
q

ω(q)

π

k2
+

ǫ∫

k

dq
q

ω(q)

π

q2



 ≥ NC

8π

ǫ∫

k

dq
1

qω(q)
. (3.207)

Für das infrarote Verhalten der Gluonenergie ω(k) gilt nach der obigen Voraussetzung
ω(q) ≤ a(− ln q) für q ∈ (0, ǫ]. Damit ergibt sich die folgende Abschätzung für das Integral
Id(k)

Id(k) ≥
NC

8π

ǫ∫

k

dq
1

qa(− ln q)
=
NC

8πa
ln

∣
∣
∣
∣

ln k

ln ǫ

∣
∣
∣
∣

k→0−→ ∞ (3.208)

und somit

Id(k)
k→0−→ ∞. (3.209)

Unter Verwendung der Integralgleichung (3.200) d(k) = 1
1−Id(k) impliziert dies insbesondere

das Verhalten d(k → 0) → 0, welches im Widerspruch zu d(k) ≥ 1 (Beh. 1) steht. Damit ist
die Beh. 2 bewiesen.

Nach dieser Behauptung können wir also nur dann eine konsistente Lösung erhalten, wenn die
Gluonenergie ω(k) im infraroten Bereich mehr als nur logarithmisch divergiert. Bereits bei der
Untersuchung der (3+1)-dimensionalen Theorie hat sich gezeigt, daß das infrarote Verhalten
der Gluonenergie durch die Krümmung χ(k) im Konfigurationsraum bestimmt wird (siehe
Gl. (3.162)). Wie wir im folgenden sehen werden, ist dies in der D = 2 + 1 dimensionalen
Theorie ebenfalls der Fall. Basierend auf diesem Zusammenhang zwischen der Gluonenergie
ω(k) und der Krümmung χ(k) im Infraroten ist die folgende Behauptung von Bedeutung.

Beh. 3: Angenommen, der Geistformfaktor d(k) besitzt eine obere Schranke M > 0, so
daß gilt M ≥ d(k) ∀k ∈ (0,∞). Dann gilt für die Krümmung χ(k) im Konfigurati-
onsraum

M2α−M2NC

8π
ln k ≥ χ(k) ≥ α− NC

8π
ln k (3.210)

mit einem α > 0. Insbesondere divergiert dann χ(k) logarithmisch im infraroten
Bereich.

Beweis: Im Gegensatz zur Geistgleichung (3.200) besitzt das Integral Iχ(k) (3.202) der
Krümmung eine ultraviolette Divergenz und erfordert somit eine Regularisierung. Für diesen
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Zweck benutzen wir für das Integral Iχ(k) einen
”
Impuls-Cutoff“ Λ. Wegen M ≥ d(k) ≥ 1

gilt die Abschätzung

NC

2
M2

Λ∫
d2q

(2π)2

(

1 − (kq)2

k2q2

)
1

(k − q)2
≥ χ(k) ≥ NC

2

Λ∫
d2q

(2π)2

(

1 − (kq)2

k2q2

)
1

(k − q)2

(3.211)

bzw. nach der Winkelintegration

NC

8π2
M2





k∫

0

dqq
π

k2
+

Λ∫

k

dqq
π

q2



 ≥ χ(k) ≥ NC

8π2





k∫

0

dqq
π

k2
+

Λ∫

k

dqq
π

q2



 . (3.212)

Daraus folgt

NC

8π
M2

[
1

2
+ ln

Λ

k

]

≥ χ(k) ≥ NC

8π

[
1

2
+ ln

Λ

k

]

(3.213)

und damit die Behauptung

M2α−M2NC

8π
ln k ≥ χ(k) ≥ α− NC

8π
ln k (3.214)

mit α = NC

8π

(
1
2 + lnΛ

)
.9

Im Rahmen der analytischen Untersuchung für die (3 + 1)-dimensionale Yang-Mills-Theorie
im Abschnitt 3.5.1 konnten wir zeigen, daß im infraroten Grenzfall k → 0 die Gluonener-
gie ω(k) von der Krümmung χ(k) im Konfigurationsraum dominiert wird und insbesondere
ω(k → 0) = χ(k → 0) (vgl. (3.162)) gilt. Die dort verwendete Argumentation läßt sich sofort
auf den hier diskutierten (2 + 1)-dimensionalen Fall übertragen und führt ebenfalls auf das
asymptotische Verhalten

ω(k → 0) = χ(k → 0) (3.215)

für die (2 + 1)-dimensionale Gluonenergie ω(k). Diese Dominanz der Krümmung χ(k) für
das infrarote Verhalten ist ein zentraler Bestandteil der numerischen Ergebnisse, welche wir
detailliert im Abschnitt 3.6.4 diskutieren werden.

Alternativ zu dieser mathematischen Argumentation aus dem Abschnitt 3.5.1 können
wir die Dominanz der Krümmung auch mit Hilfe der Vakuumenergien Ep (3.91), Ek (3.102)
und Ec (3.104) verstehen. Dazu betrachten wir zunächst die potentielle Energie Ep (3.91).
Während das erste Integral in (3.91) lediglich zu einer Konstanten in der Gluongleichung
(3.109) führt und damit nach der Renormierung durch die minimale Subtraktion keine Rolle
mehr spielt, erhält das zweite Integral in (3.91) massive Beiträge aus dem Integrationsbereich
mit großen Impulsen k und demgegenüber verschwindend geringe Beiträge aus der infraroten
Region mit kleinen Impulsen k → 0. Somit nimmt die potentielle Energie Ep (3.91) für das
Infrarotverhalten der Theorie eine untergeordnete Rolle ein. Völlig anders ist dieser Sach-
verhalt bei der kinetischen Energie Ek (3.102) und der Coulombenergie Ec (3.104). Beide

9Nach der Renormierung der Krümmungsfunktion χ(k) mit Hilfe der bereits im Abschnitt 3.5.2 diskutierten
minimalen Subtraktion wird die Konstante α vom Cutoff Λ unabhängig.
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Energien enthalten die Krümmung χ(k) des Konfigurationsraumes, welche – wie die Beh. 3
zeigt – selbst für einen konstanten Geistformfaktor im infraroten Grenzfall k → 0 divergiert.
Wäre beispielsweise die Gluonenergie ω(k) konstant für kleine Impulse k, dann würde die
im Infraroten divergierende Krümmung χ(k) zu großen Energiebeiträgen aus der infraroten
Region führen. Aus den mathematischen Ausdrücken für die kinetische Energie

Ek =
N2

C − 1

4
δ(3)(0)

∫

d2k
[ω(k) − χ(k)]2

ω(k)
(3.216)

und die Coulombenergie

Ec =
NC(N2

C − 1)

16
δ(3)(0)

∫
d2kd2k′

(2π)d
(k̂k̂′)2

d(k − k′)2f(k − k′)
(k − k′)2

·

(

[ω(k) − χ(k)] − [ω(k′) − χ(k′)]
)2

ω(k)ω(k′)
(3.217)

ist ersichtlich, daß diese Energien genau dann minimiert werden, wenn das Verhalten
ω(k) = χ(k) vorliegt. Da sowohl die kinetische Energie Ek als auch die Coulombenergie Ec

positiv definit sind, garantiert dieses Verhalten ω(k) = χ(k) mit dem Verschwinden der Ener-
gien Ek = Ec = 0 eine absolute Minimierung. Diese Argumentation bestätigt somit das
prinzipielle Verhalten (3.215) der Yang-Mills-Theorie auch in D = 2 + 1 Dimensionen.

Im folgenden diskutieren wir die physikalischen Konsequenzen, welche sich aus den Be-
hauptungen 1 - 3 ergeben. In diesem Zusammenhang interessieren uns insbesondere Aus-
sagen über die konsistenten Lösungen der Schwinger-Dyson-Integralgleichungen. Wir gehen
zunächst einmal von der Annahme aus, der Geistformfaktor sei im infraroten Grenzfall k → 0
endlich. Dann divergiert nach Beh. 3 die Krümmung χ(k) und nach Gl. (3.215) auch die
Gluonenergie ω(k) im infraroten Bereich k → 0 lediglich mit einem logarithmischen Ver-
halten ω(k) ∼ − ln k. Für dieses Verhalten von ω(k) existiert jedoch nach der Beh. 2 keine
Lösung für die Integralgleichung (3.200) des Geistformfaktors. Aus diesem Grund kann die
konsistente Lösung für den Geistformfaktor d(k) im infraroten Grenzfall k → 0 nicht endlich
sein und erfüllt deshalb die bereits beschriebene

”
horizon condition“ (3.189)

d−1(k → 0) → 0. (3.218)

Im Vergleich zur (3+1)-dimensionalen Theorie, in welcher diese Bedingung ad hoc eingeführt
wurde, hat die

”
horizon condition“ in der (2+1)-dimensionalen Theorie dei Bedeutung einer

Konsistenzbedingung. Die Vernachlässigung der Krümmung χ(k) führt auf eine Gluonenergie
ω(k), welche im infraroten Grenzfall k → 0 gegen einen konstanten Wert strebt. Für ein
solches Verhalten von ω(k) besitzt jedoch das Integralgleichungssystem, aufgrund der Beh. 2,
keine konsistente Lösung.

Diese Tatsache verdeutlicht die zentrale Bedeutung der Krümmung des Konfigurations-
raumes im Hinblick auf die Konsistenz des Schwinger-Dyson-Integralgleichungssystems. Diese
Untersuchungen der Integralgleichungen zeigen außerdem, daß die konsistente Lösung sowohl
einen divergenten Geistformfaktor d(k → 0) → ∞ als auch eine divergente Gluonenergie
ω(k → 0) → ∞ im infraroten Bereich beinhaltet und damit in der Lage ist, den Farbein-
schluß der Quarks und der Gluonen zu beschreiben.
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3.6.2 Asymptotisches Verhalten

Durch die Benutzung der bereits im Abschnitt 3.5.1 eingeführten Winkelnäherung erhalten
wir Einblick in das Lösungsverhalten der Schwinger-Dyson-Integralgleichungen für den ultra-
violetten und infraroten Impulsbereich. In der hier vorliegenden Behandlung verwenden wir
allerdings die Winkelnäherung lediglich für den Geistformfaktor

d(|k − q|) = d(k)Θ(k − q) + d(q)Θ(q − k) (3.219)

und behandeln die restlichen Winkelintegrale exakt. Basierend auf dieser Näherung (3.219)
ergibt sich für das Winkelintegral des Geistformfaktors (3.200) und der Krümmung (3.202)
der folgende Ausdruck (vgl. (3.116))

2π∫

0

dϕ sin2 ϕ
d(k − q)

(k − q)2
≃ [Θ(k − q)d(k) + Θ(q − k)d(q)]

2π∫

0

dϕ
sin2 ϕ

(k − q)2

= π

[

Θ(k − q)
d(k)

k2
+ Θ(q − k)

d(q)

q2

]

. (3.220)

Damit erhalten wir für die verbleibenden Impulsintegrale der Schwinger-Dyson-Integralglei-
chungen:

Id(k) =
NC

8π




d(k)

k2

k∫

0

dq
q

ω(q)
+

∞∫

k

dq
d(q)

qω(q)



 , (3.221)

Iχ(k) =
NC

8π




d(k)

k2

k∫

0

dqqd(q) +

Λ∫

k

dq
d(q)2

q



 . (3.222)

In D = 2+1 Dimensionen ist das Integral Id(k) des Geistformfaktors endlich und lediglich das
Krümmungsintegral Iχ(k) ultraviolett divergent. Die Differentiation dieser Integrale (3.221)
und (3.222) nach dem äußeren Impuls führt auf

I ′d(k) =
NC

8π

1

k2

[

d′(k) − 2
d(k)

k

] k∫

0

dq
q

ω(q)
(3.223)

I ′χ(k) =
NC

8π

1

k2

[

d′(k) − 2
d(k)

k

] k∫

0

dqqd(q) , (3.224)

wobei die darin enthaltenen Integrale endlich sind. Damit erhalten wir mit Hilfe der Ableitung
der Schwinger-Dyson-Integralgleichung (3.200) für den Geistformfaktor nach dem äußeren
Impuls die Differentialgleichung

d′(k)

[
1

d(k)2
− NC

8π

R(k)

k2

]

= −NC

4π

d(k)

k

R(k)

k2
(3.225)

mit dem Integral

R(k) =

k∫

0

dq
q

ω(q)
. (3.226)
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Analog dazu führt die Ableitung der Krümmung (3.202) auf die Gleichung

χ′(k) =
NC

8π

1

k2

[

d′(k) − 2
d(k)

k

]

S(k) (3.227)

mit

S(k) =

k∫

0

dqqd(q) . (3.228)

In der folgenden Diskussion betrachten wir die Lösungen der beiden Differentialgleichungen
(3.225) und (3.227) im ultravioletten (k → ∞) und infraroten (k → 0) Grenzfall.

Ultraviolettes Verhalten

Im Rahmen der numerischen Untersuchung im Abschnitt 3.6.4 zeigt sich, daß die Gluonener-
gie ω(k) im ultravioletten Bereich (k → ∞) das asymptotische Verhalten

ω(k) →
√

k2 , k → ∞ (3.229)

besitzt, welches in Übereinstimmung mit der asymptotischen Freiheit steht. Basierend auf
diesem Verhalten von ω(k) untersuchen wir im folgenden das ultraviolette Verhalten für den
Geistformfaktor d(k), die Krümmung χ(k) und den Coulombformfaktor f(k). Analog zum
bereits beschriebenen (3 + 1)-dimensionalen Fall ist das Integral (3.226) für große äußere
Impulse k → ∞ unabhängig vom infraroten Verhalten von ω(k), da die Hauptbeiträge zum
Integral aus den Bereichen mit großen Integrationsimpulsen q kommen. Wir erhalten für das
asymptotische Verhalten von R(k) unter Verwendung von (3.229)

R(k) = k , k → ∞ (3.230)

und damit für die Differentialgleichung (3.225)

d′(k)
d(k)2

[

1 − NC

8π

d(k)2

k

]

= −NC

4π

d(k)

k2
. (3.231)

Wir gehen an dieser Stelle von der Annahme d(k)2

k ≪ 1 für große Impulse k → ∞ aus und
können damit den zweiten Term in der Klammer gegenüber der Eins vernachlässigen. Die auf
diese Weise vereinfachte Differentialgleichung

d′(k)
d(k)2

= −NC

4π

d(k)

k2
(3.232)

besitzt die Lösung

d(k) =
1

√
1
c2

− NC

8π
1
k

, (3.233)
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YANG-MILLS-SCHRÖDINGERGLEICHUNG IN COULOMBEICHUNG 95

wobei c eine Integrationskonstante darstellt. Diese Lösung erfüllt für große Impulse k → ∞
tatsächlich d(k)2

k ≪ 1 und rechtfertigt damit die oben benutzte Annahme. Für die Bestim-
mung der Integrationskonstanten c betrachten wir das Integral Id(k) (3.221) in der Win-
kelnäherung und benutzen im Bereich großer äußerer Impulse k → ∞ das asymptotische
Verhalten ω(k) ≃ k (3.229) und d(k) ≃ c (3.233). Damit erhalten wir

Id(k) ≃
NC

8π




c

k2

k∫

0

dq
q

ω(q)
+ c

∞∫

k

dq
1

qω(q)



 ≃ NC

4π

c

k
(3.234)

und sehen insbesondere, daß das Integral Id(k → ∞) → 0 im Grenzfall großer Im-
pulse verschwindet. Mit der Integralgleichung (3.200) für den Geistformfaktor folgt dann
d(k → ∞) → 1 und damit wegen (3.233) c = 1. Das asymptotische Verhalten des Geistform-
faktors ist somit für große Impulse durch

d(k) =
1

√

1 − NC

8π
1
k

, k → ∞ (3.235)

bestimmt und steht in Übereinstimmung mit der Beh. 1 aus Abschnitt 3.6.1. Da der skalierte
Geistformfaktor d(k) in 2 + 1 Dimensionen für große Impulse gegen 1 strebt, repräsentiert er
damit das Verhalten freier Geistteilchen im ultravioletten Impulsbereich. Mit der in (3.196)
eingeführten Skalierung aller relevanten Größen nach der Kopplungskonstanten g sehen wir,

daß der nichtskalierte Geistformfaktor d̃(k̃) = gd( k̃
g2 ) ebenso wie im (3 + 1)-dimensionalen

Fall für große Impulse k → ∞ asymptotisch gegen die Kopplungskonstante g strebt.10

Um aus dem asymptotischen Verhalten (3.235) mit Hilfe der Swift-Relation (3.75) das
Verhalten des Coulombformfaktors f(k) berechnen zu können, müssen wir den nicht ska-
lierten Geistformfaktor (vgl. (3.196)) verwenden, welcher mit (3.235) und (3.196) durch den
Ausdruck

d̃(k̃) =
g

√

1 − NC

8π
g2

k̃

, k → ∞ (3.236)

bestimmt ist. Die Anwendung der Swift-Relation (3.75) f̃(k̃) = − 1
g2

∂
∂g

1
d̃(k̃)

führt auf

f̃(k̃) =
1

√

1 − NC

8π
g2

k̃

, k → ∞, (3.237)

und somit erhalten wir für den skalierten Coulombformfaktor

f(k) =
1

√

1 − NC

8π
1
k

= d(k) , k → ∞. (3.238)

Dieses asymptotische Verhalten von f(k) stimmt exakt mit dem des Geistformfaktors überein.
Für die Berechnung des asymptotischen Verhaltens der Krümmung χ(k) verwenden wir

die Differentialgleichung (3.227) und erhalten mit der für große Impulse k gültigen Relation
(3.232)

χ′(k) = −NC

4π

d(k)

k3

[

1 +
NC

8π

d(k)2

k

]

S(k) . (3.239)

10Wir bezeichnen vorübergehend in der vorliegenden Diskussion die nicht skalierten Größen mit einer Tilde.
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Da im ultravioletten Grenzfall d(k)
k→∞−−−→ 1 und dementsprechend d(k)2

k
k→∞−−−→ 0 gilt, können

wir diese Gleichung zu

χ′(k) = −NC

4π

1

k3
S(k) , k → ∞ (3.240)

vereinfachen. Für die Abschätzung des asymptotischen Verhaltens von S(k) wählen wir einen
großen Impuls k0, so daß d(k) für k > k0 durch d(k) = 1

q

1−NC
8π

1
k

angenähert werden kann.

Damit folgt für S(k)

S(k) =

k∫

0

dqqd(q) =

k0∫

0

dqqd(q) +

k∫

k0

dq
q

√

1 − NC

8π
1
q

= C +
k2

2

1

d(k)
+

3NC

32π

k

d(k)
+

3

8

(
NC

8π

)2

ln

(

2k

(

1 +
1

d(k)

)

− NC

8π

)

, (3.241)

wobei C eine Integrationskonstante darstellt. Für das führende asymptotische Verhalten von
S(k) gilt also

S(k → ∞) → k2

2
(3.242)

und damit für genügend große Impulse k

χ′(k) = −NC

8π

1

k
, k → ∞. (3.243)

Im ultravioletten Grenzfall (k → ∞) erhalten wir daher für das Verhalten der Krümmung im
Konfigurationsraum

χ(k) ∼ ln

(
k

µ

)

, k → ∞ (3.244)

und insbesondere ein asymptotisch verschwindendes Verhältnis zwischen der Krümmung und
der Gluonenergie ω(k)

χ(k)

ω(k)
∼ 1

k
ln

(
k

µ

)

k→∞−−−→ 0. (3.245)

Insgesamt ergibt sich also für die Gluonenergie, den Geist- und Coulombformfaktor sowie
die skalare Krümmung im ultravioletten Grenzfall (k → ∞) das folgende asymptotische
Verhalten

ω(k) = k

d(k) = f(k) =
1

√

1 − NC

8π
1
k

,

χ(k)

ω(k)
∼ 1

k
ln

(
k

µ

)

. (3.246)

Analog zum (3 + 1)-dimensionalen Fall repräsentiert die Gluonenergie ω(k) = k und der
Geistformfaktor d(k → ∞) → 1 das Verhalten freier Gluonen und Geistteilchen für hohe
Energien. Dieses Verhalten steht in Übereinstimmung mit den Vorstellungen der asympto-
tischen Freiheit. Das im Grenzfall hoher Impulse verschwindende Verhältnis zwischen der
Krümmung χ(k) und der Gluonenergie ω(k) verdeutlicht den Übergang des gekrümmten
Konfigurationsraumes in einen flachen Raum bei großen Energien.
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Infrarotes Verhalten

Die Untersuchung der Lösungen der gekoppelten Schwinger-Dyson-Integralgleichungen im
infraroten Grenzfall k → 0 verläuft völlig analog zu der bereits für D = 3 + 1 dargestellten
Vorgehensweise. Basierend auf den Infrarotansätzen

ω(k) =
A

kα
, d(k) =

B

kβ
, χ(k) =

C

kγ
(3.247)

können wir die verbleibenden Integrale R(k) (3.226) und S(k) (3.228) berechnen und erhalten
unter Verwendung der Differentialgleichung für den Geistformfaktor

d′(k)
d(k)2

= I ′d(k) (3.248)

die Relation

A

B2
=
NC

8π

β + 2

β(α+ 2)
kα−2β . (3.249)

Diese Gleichung impliziert einen Zusammenhang zwischen den Infrarotexponenten der Gluo-
nen und Geister

α = 2β (3.250)

und führt somit zu dem folgenden Zusammenhang der beiden Infrarotkoeffizienten A und B

A

B2
=
NC

8π

β + 2

2β(β + 1)
. (3.251)

Die Anwendung dieser Vorgehenweise auf die Ableitung der Krümmungsfunktion (3.202) nach
dem äußeren Impuls k

χ′(k) = I ′χ(k) (3.252)

führt auf die Bedingung

C

B2
=
NC

8π

β + 2

γ(2 − β)
kγ−2β (3.253)

und impliziert damit die Relation

γ = 2β (3.254)

für die Infrarotexponenten γ und β, sowie den Zusammenhang

C

B2
=
NC

8π

β + 2

2β(2 − β)
(3.255)

zwischen den Infrarotkoeffizienten. Die Kombination der Gleichungen (3.250) und (3.254)
führt auf

α = γ = 2β (3.256)
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und zeigt die Übereinstimmung des asymptotischen Verhaltens (k → 0) der Gluonenergie ω(k)
mit dem der Krümmung χ(k). Für den Zusammenhang zwischen den Infrarotkoeffizienten A
und C erhalten wir aus den Gleichungen (3.251) und (3.255)

A

C
=

(2 − β)

(1 + β)
. (3.257)

Ein Ergebnis der analytischen Untersuchungen im Abschnitt 3.6.1 war die Übereinstimmung
des asymptotischen Verhaltens der Krümmung und der Gluonenergie im Grenzfall k → 0

ω(k → 0) = χ(k → 0). (3.258)

Da dieser Zusammenhang insbesondere A = C impliziert, folgt zum einen aus der Relation
(3.257) β = 1

2 und zum anderen aus (3.256) α = γ = 1.
Insgesamt erhalten wir damit für das Lösungsverhalten im infraroten Grenzfall

ω(k) = χ(k) =
A

k
, (3.259)

d(k) =

√

24πA

5NC
· 1√

k
. (3.260)

Dieses infrarote Verhalten des Geistformfaktors d(k) ∼ 1√
k

führt zu einem exakt ansteigenden,

nicht-abelschen Coulombpotential, wenn wir für das infrarote Verhalten der Coulombform-
funktion f(k) (3.201) den führenden Term f(k → 0) = 1 zugrunde legen.

3.6.3 Renormierung der Schwinger-Dyson-Integralgleichungen

Im Gegensatz zur (3 + 1)-dimensionalen Yang-Mills-Theorie sind in D = 2 + 1 Dimensio-
nen die Integrale der Schwinger-Dyson-Gleichungen für den Geistformfaktor (3.200) und den
Coulombformfaktor (3.201) endlich und benötigen somit keine Renormierung. Ferner ist die
Kopplungskonstante g in der hier diskutierten (2 + 1)-dimensionalen Theorie dimensionsbe-
haftet und insbesondere unabhängig von einem

”
Impuls-Cutoff“.

Die Integralgleichung (3.202) für die Krümmung χ(k) enthält dagegen ein im ultravio-
letten Bereich logarithmisch divergentes Integral. Wir renormieren diese Integralgleichung
analog zur Behandlung in D = 3 + 1 Dimensionen durch die Anwendung der minimalen
Subtraktion bezüglich einer beliebig wählbaren Renormierungsskala µ und erhalten damit

χ(k) = χ(µ) + ∆Iχ(k) (3.261)

mit der Differenz

∆Iχ(k) = Iχ(k,Λ) − Iχ(µ,Λ), (3.262)

welche im Grenzfall Λ → ∞ endlich ist.
Die Renormierung der (2 + 1)-dimensionalen Gluongleichung (3.197) erfolgt in derselben

Weise wie in D = 3 + 1 Dimensionen. Daher können wir die im Abschnitt 3.5.2 ausführlich
diskutierte Renormierung der Gluongleichung einfach übernehmen und erhalten dann für die
renormierte Gluongleichung in 2 + 1 Dimensionen

ω(k)2 = k2 + χ(k)2 + ω(µ)2 − µ2 − χ(µ)2 +
[

I(2)
ω (k,Λ) − I(2)

ω (µ,Λ)
]

+ 2χ(k)
[

I(1)
ω (k,Λ) − I(1)

ω (µ,Λ)
]

+ 2 [χ(k) − χ(µ)] I ′(1)ω (µ) (3.263)
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mit den Integralen

I(n)
ω (k,Λ) =

NC

2

∫ Λ d2q

(2π)2
(k̂q̂)2 · d(k − q)2f(k − q)

(k − q)2

· [ω(q) − χ(q)]n − [ω(k) − χ(k)]n

ω(q)
. (3.264)

Die in der Gluongleichung (3.263) auftretenden Differenzintegrale I
(n)
ω (k,Λ)− I

(n)
ω (µ,Λ) sind

für den Grenzfall Λ → ∞ endlich. Wie bereits im Abschnitt 3.5.2 diskutiert, bezeichnet

I
′(1)
ω (µ) den endlichen Anteil von I

(1)
ω (µ). Zusammen mit der renormierten Krümmungsfunk-

tion (3.261) erhalten wir dann für die Gluongleichung

ω(k)2 = k2 − µ2 + ∆Iχ(k)2 + ξ∆Iχ(k) +
[

I(2)
ω (k,Λ) − I(2)

ω (µ,Λ)
]

+ 2 [χ(µ) + ∆Iχ(k)]
[

I(1)
ω (k,Λ) − I(1)

ω (µ,Λ)
]

+ ω(µ)2 (3.265)

mit der Renormierungskonstanten

ξ = 2
[

χ(µ) + I ′(1)ω (µ)
]

. (3.266)

Insgesamt enthalten die renormierten Schwinger-Dyson-Integralgleichungen für die Krümmung
(3.261) und die Gluonenergie (3.265) die drei Renormierungskonstanten χ(µ), ω(µ) und

ξ = 2
[

χ(µ) + I
′(1)
ω (µ)

]

, welche grundsätzlich Einfluß auf die Eigenschaften der Lösungen ha-

ben. Obwohl zunächst drei Renormierungskonstanten vorliegen, können jedoch lediglich zwei
davon in beliebiger Weise vorgegeben werden. Die dritte Renormierungskonstante – üblicher-
weise ω(µ) – muß so fixiert werden, daß die

”
horizon condition“ (3.218) erfüllt wird, da anson-

sten keine konsistente Lösung existiert. Im Rahmen der folgenden numerischen Untersuchung
der konsistenten Lösungen werden wir den Einfluß der beiden verbleibenden Renormierungs-
konstanten χ(µ) und ξ diskutieren und insbesondere zeigen, daß weder das infrarote noch das
ultraviolette Lösungsverhalten von diesen Renormierungskonstanten beeinflußt wird.

3.6.4 Numerische Ergebnisse

Im vorliegenden Abschnitt diskutieren wir die konsistenten Lösungen der gekoppelten Schwin-
ger-Dyson-Integralgleichungen für die Gluonenergie ω(k) (3.265), den Geistformfaktor d(k)
(3.200), den Coulombformfaktor f(k) (3.201) und die skalare Krümmung χ(k) (3.261). Auf-
grund der Skalierung nach der Kopplungskonstanten g (3.196) sind einerseits alle relevanten
Funktionen dimensionslos, und zum anderen besitzen die Integralgleichungen keine Abhängig-
keit mehr von der Kopplungskonstanten g als Parameter.

Wie bereits im letzten Abschnitt diskutiert, müssen wir im folgenden die drei in den
Schwinger-Dyson-Integralgleichungen verbleibenden Renormierungskonstanten

ξ, χ(µ), ω(µ) (3.267)

an einem beliebigen Renormierungspunkt µ fixieren. Dabei sind die ersten beiden Konstan-
ten ξ und χ(µ) zunächst einmal frei wählbar. Im Gegensatz zur D = 3 + 1 dimensionalen
Theorie, in welcher die

”
horizon condition“ (3.218) durch die geeignete Wahl der Renormie-

rungskonstanten d(µ) eingeführt wurde, hat diese Bedingung in D = 2 + 1 Dimensionen die
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Abbildung 3.14: Konsistente Lösung für die Gluonenergie ω(k) und die Krümmung χ(k) für
ξ = 2.0g2 und λ(µ) = 0.5g2.

Bedeutung einer Konsistenzbedingung. Aufgrund dessen muß der Lösungsalgorithmus die
dritte Renormierungskonstante ω(µ) so fixieren, daß die

”
horizon condition“ (3.218)

d−1(k → 0) → 0

als Konsistenzbedingung erfüllt wird. Andernfalls existiert aufgrund der analytischen Unter-
suchung im Abschnitt 3.6.1 keine konsistente Lösung. Damit können also lediglich die beiden
Renormierungskonstanten ξ und χ(µ) in beliebiger Weise vorgegeben werden.

Das Schwinger-Dyson-Integralgleichungssystem wird im Rahmen der numerischen Genau-
igkeit mit einem speziell dafür konzipierten, gekoppelten Algorithmus gelöst. Um in konsi-
stenter Weise die Berechnung der Integralgleichungen innerhalb des Einschleifenniveaus zu
behandeln, lösen wir völlig analog zur D = 3 + 1 dimensionalen Behandlung die Integral-
gleichung (3.201) für den Coulombformfaktor f(k) unter Verwendung des nackten Geist-
formfaktors d(k) = 1. In den Abb. 3.14 und 3.15 sind die selbstkonsistenten Lösungen der
Integralgleichungen für die Wahl der Renormierungskonstanten ξ = 2.0g2 und λ(µ) = 0.5g2

am Renormierungspunkt µ = 0.321g2 dargestellt.
Im folgenden untersuchen wir zunächst die Abhängigkeit der konsistenten Lösungen von

den verbleibenden, frei wählbaren Renormierungskonstanten ξ und χ(µ). Die Abb. 3.16 und
3.17 zeigen die konsistenten Lösungen bei der Variation von ξ im Intervall [1.0, 3.0]g2 für einen
festen Wert von χ(µ) = 0.5g2. Die Renormierungskonstante ξ hat lediglich einen leichten Ein-
fluß im mittleren Impulsbereich, verändert jedoch weder das infrarote noch das ultraviolette
Verhalten der konsistenten Lösungen. Die Variation der anderen Renormierungskonstanten
χ(µ) im Bereich [−1.5, 0.5]g2 für den festen Wert ξ = 2.0g2, dargestellt in den Abb. 3.18 und
3.19, hat praktisch keinen Einfluß auf das Lösungsverhalten.

Die in der Abb. 3.14 dargestellte konsistente Lösung für die Gluonenergie ω(k) diver-
giert asymptotisch im Grenzfall k → 0 und wird im infraroten Bereich durch den Verlauf
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Abbildung 3.15: Konsistente Lösung für den Geistformfaktor d(k) und den Coulombformfak-
tor f(k) für ξ = 2.0g2 und λ(µ) = 0.5g2.

der Krümmung χ(k) bestimmt. Dieses Verhalten repräsentiert die Dominanz der Krümmung
im Konfigurationsraum für den Niederenergiesektor der Theorie und bewirkt insbesondere
das Verschwinden des Gluonpropagators 1

2ω(k) im infraroten Grenzfall k → 0 und damit den

Farbeinschluß der Gluonen. Für große Impulse k → ∞ hat die Gluonenergie mit ω(k) ∼ k das
Verhalten eines nicht wechselwirkenden, freien Bosons, und die Krümmung des Konfigurati-

onsraumes verschwindet asymptotisch mit χ(k)
ω(k) ∼ 1

k ln
(

k
µ

)

. Dieses Lösungsverhalten steht in

Einklang mit dem Verhalten der asymptotischen Freiheit. Im Vergleich dazu besitzt die in der
Abb. 3.15 dargestellte konsistente Lösung für den Geistformfaktor d(k) im infraroten Bereich
(k → 0) ein divergentes Verhalten und strebt im ultravioletten Bereich (k → ∞) gegen Eins.
Damit repräsentiert diese Lösung das Verhalten freier Geistteilchen für große Energien.

Die Krümmung im Konfigurationsraum ist von zentraler Bedeutung, da sie die physi-
kalischen Eigenschaften im infraroten Bereich der Theorie nahezu vollständig bestimmt. Im
Gegensatz zur (3 + 1)-dimensionalen Yang-Mills-Theorie existiert ohne die vollständige Im-
plementierung der Krümmung keine konsistente Lösung des Schwinger-Dyson-Integralglei-
chungssystems (vgl. Abschnitt 3.6.1).

Basierend auf diesen numerischen Ergebnissen können wir in analoger Weise zum (3+1)-
dimensionalen Fall (vgl. Abschnitt 3.5.4) das nicht-abelsche Coulombpotential berechnen.
Dieses Potential zwischen zwei statischen Quarks ist durch den Ausdruck (3.193)

V (r) =

∫
d2k

(2π)2
d(k)2f(k)

k2
eikr =

∫
d2k

(2π)2
V (k)eikr
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Abbildung 3.16: Gluonenergie ω̄(k) für λ(µ) = 0.5g2.
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Abbildung 3.17: Geistformfaktor d(k) für λ(µ) = 0.5g2.
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Abbildung 3.18: Geistformfaktor d(k) für ξ = 2.0g2.
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Abbildung 3.19: Gluonenergie ω̄(k) für ξ = 2.0g2.
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Abbildung 3.20: Nicht-abelsches Coulombpotential für ξ = 2.0g2 und λ(µ) = 0.5g2.

gegeben und hat nach der analytisch durchgeführten Winkelintegration die Form

V (r) =
1

2π

∞∫

0

dk
d(k)2f(k)

k2
J0(kr), (3.268)

wobei J0(x) die Besselfunktion 0-ter Ordnung darstellt. Das im Abschnitt 3.6.2 gefundene
asymptotische Verhalten im infraroten Bereich, d(k → 0) ∼ 1√

k
und f(k → 0) = const., führt

auf V (k) ∼ 1
k3 und damit auf ein exakt linear ansteigendes Coulombpotential. Für große

Impulse erhalten wir, basierend auf d(k → ∞) = 1 und f(k → ∞) = 1, das übliche Verhalten

V (k) ∼ 1
k2 und somit das in D = 2 + 1 Dimensionen übliche ln

(
r
r0

)

-Verhalten für kleine

Abstände.
Das Ergebnis einer numerischen Berechnung des nicht-abelschen Coulombpotentials unter

Verwendung der konsistenten Lösungen ist in Abb. 3.20 dargestellt. Dabei ergibt die genaue
numerische Analyse für das infrarote Verhalten V (k) ∼ 1

k2.9 anstelle von 1
k3 , welches für ein

exakt linear ansteigendes Potential benötigt wird.

3.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir die funktionale Yang-Mills-Schrödingergleichung unter Verwen-
dung eines Variationsprinzips für D = 3+1 und D = 2+1 Dimensionen gelöst. Diese Berech-
nungen basieren auf einem physikalisch motivierten Ansatz für das Wellenfunktional des Va-
kuums, welcher am Gribov-Horizont divergent ist und damit die Tatsache berücksichtigt, daß
die dominanten Infrarotfreiheitsgrade, wie etwa Zentrumswirbel, auf dem Gribov-Horizont lo-
kalisiert sind. Mit diesem Ansatz für das Wellenfunktional berechneten wir, im Rahmen einer
Entwicklung nach dem vollen Faddeev-Popov-Propagator, die Yang-Mills-Vakuumenergie bis
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zur Zweischleifenordnung. Die Minimierung dieser Vakuumenergie führte auf ein gekoppel-
tes, nichtlineares System von Schwinger-Dyson-Integralgleichungen für die Gluonenergie, den
Geist- und Coulombformfaktor und die Krümmung im Konfigurationsraum. Diese Schwinger-
Dyson-Gleichungen wurden unter Benutzung der Winkelnäherung sowohl für D = 3 + 1 als
auch für D = 2+1 Dimensionen im infraroten und ultravioletten Grenzfall analytisch gelöst.
Dabei ergab sich im ultravioletten Grenzfall das bereits bekannte asymptotische Verhalten
aus der Störungstheorie. Im infraroten, also dem nicht-perturbativen Bereich, fanden wir eine
divergierende Gluonenergie und damit die Abwesenheit freier Gluonen bei kleinen Energien.
Dieses Ergebnis deutet auf den Farbeinschluß der Gluonen hin. Der Geistformfaktor zeigt
im infraroten Grenzfall ebenfalls ein divergentes Verhalten und bewirkt damit ein für große
Abstände linear ansteigendes statisches Quarkpotential. Das analytisch berechnete, asymp-
totische Lösungsverhalten im infraroten (k → 0) und im ultravioletten (k → ∞) Grenzfall
steht in guter Übereinstimmung mit der vollen, numerischen Lösung der Schwinger-Dyson-
Gleichungen. Insbesondere zeigen unsere Untersuchungen, daß die vollständige Implementie-
rung der Krümmung des Konfigurationsraumes, welche durch den Faddeev-Popov-Operator
zum Ausdruck kommt, von zentraler Bedeutung für die Eigenschaften des Farbeinschlusses
ist. Eine Vernachlässigung dieser Krümmung in D = 3+1 Dimensionen führt zu einem völlig
anderen Infrarotverhalten und insbesondere zum Verlust des Farbeinschlusses der Gluonen
und Quarks. Im Vergleich dazu hat die Vernachlässigung der Krümmung in der D = 2+1 di-
mensionalen Yang-Mills-Theorie noch drastischere Auswirkungen – denn ohne die Krümmung
im Konfigurationsraum existiert keine konsistente Lösung des gekoppelten Schwinger-Dyson-
Integralgleichungssystems.



106 3.7. ZUSAMMENFASSUNG



Kapitel 4

Das Wellenfunktional des

Yang-Mills-Vakuums

4.1 Gribovs Szenario zum Farbeinschluß

Mit Hilfe der in Kapitel 3 durchgeführten Variationsbehandlung der funktionalen Yang-Mills-
Schrödingergleichung können wir den Farbeinschluß sowohl der Quarks als auch der Gluonen
innerhalb der nicht-abelschen Yang-Mills-Theorie beschreiben. Da in diesem Zusammenhang
die Krümmung im Konfigurationsraum von zentraler Bedeutung ist, spielen insbesondere
diejenigen Feldkonfigurationen des Eichfeldes, welche am Gribov-Horizont lokalisiert sind,
eine besondere Rolle.

Die Vorstellungen über den Mechanismus, welcher für den Farbeinschluß und damit ins-
besondere für den linearen Anstieg des statischen, nicht-abelschen Coulombpotentials (3.192)

V ab(x − y) =

〈[(

−∂iD̂i(A
⊥)
)−1

(−∆)
(

−∂jD̂j(A
⊥)
)−1

]ab

xy

〉

Ψ

(4.1)

bei großen Abständen |x − y| verantwortlich ist, basieren auf den Arbeiten von Gribov [31]
und Zwanziger [46]. Wie bereits im Abschnitt 2.4 diskutiert, sind innerhalb der Coulombei-
chung die möglichen Feldkonfigurationen der Eichfelder zunächst einmal auf die sogenann-
te Gribovregion Ω beschränkt, welche diejenigen Konfigurationen A⊥ enthält, für die der
Faddeev-Popov-Operator −∂iD̂i(A

⊥) ausschließlich positive Eigenwerte besitzt.1 Auf dem
Gribov-Horizont ∂Ω, dem Rand der Gribovregion, hat der Faddeev-Popov-Operator zumin-
dest einen Eigenvektor mit Eigenwert Null, und damit verschwindet auf diesem Horizont die
Faddeev-Popov-Determinante J [A⊥] = det(−∂iD̂i(A

⊥)) = 0. Da innerhalb der Gribovregion
Ω immer noch Eichkopien des transversalen Eichfeldes existieren, müssen die möglichen Feld-
konfigurationen auf die FMR Λ weiter eingeschränkt werden. Die entscheidende Eigenschaft
der FMR besteht nun darin, daß sie den Gribov-Horizont berührt und damit Eichkonfigu-
rationen A⊥ enthält, für die der Faddeev-Popov-Operator zumindest einen Eigenvektor mit
verschwindendem Eigenwert hat. Aufgrund der großen Dimension des Konfigurationsraumes
ist ein Großteil der Feldkonfigurationen in unmittelbarer Nähe des Gribov-Horizontes lokali-
siert [53]. Da der Faddeev-Popov-Operator für diese Konfigurationen nahezu verschwindende

1Für transversale Eichfelder A⊥ ist der Faddeev-Popov-Operator −∂iD̂i(A
⊥) symmetrisch, und somit gilt

beispielsweise in der Ortsdarstellung 〈xa| − ∂iD̂i(A
⊥)|yb〉 = 〈yb| − ∂iD̂i(A

⊥)|xa〉.

107
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Eigenwerte besitzt, bewirken Eichfelder am Gribov-Horizont eine wesentliche Verstärkung
des nicht-abelschen Coulombpotentials (4.1) und führen damit zu einem Potentialanstieg2

für große Abstände |x − y| zwischen zwei statischen Farbladungen.

0A

ˆdet ( ) 0
i i
D A

ˆdet ( ) 0
i i
D A

Abbildung 4.1: Gribovregion Ω, Gribov-Horizont und FMR Λ im Konfigurationsraum der
transversalen Eichfelder A⊥.

In Übereinstimmung mit dieser Vorstellung bewirken die Feldkonfigurationen A⊥ am
Gribov-Horizont eine starke Erhöhung der in (3.81) und (3.82) eingeführten Krümmungs-
funktion

χ(x,x′) = −1

2

〈
δ2 lnJ

δA⊥(x)δA⊥(x′)

〉

Ψ

= −Tr

[〈(

−∂iD̂i(A
⊥)
)−1

〉

Ψ

Γ(x)

〈(

−∂jD̂j(A
⊥)
)−1

〉

Ψ

Γ0(x′)

]

(4.2)

und verursachen damit die im Rahmen der Variationsbehandlung im Kapitel 3 diskutierte
Dominanz der Krümmung für das nicht-perturbative Verhalten der Theorie.

Der für die Berechnungen im Kapitel 3 zugrundeliegende Ansatz für das Wellenfunktional
(3.34)

Ψ[A⊥] = NJ − 1
2 [A⊥] exp

[

−1

2

∫

ddx

∫

ddx′A⊥a
i (x)ω(x,x′)A⊥a

i (x′)

]

(4.3)

ist für Eichfelder A⊥ mit J [A⊥] = 0 divergent und bewirkt damit eine hohe Wahrscheinlich-
keitsamplitude für Feldkonfigurationen, welche am Gribov-Horizont lokalisiert sind und die
bekanntlich für das nicht-perturbative Verhalten verantwortlich sind. Konkret stellt sich in
diesem Zusammenhang die Frage, in welcher Weise die spezielle Wahl des Ansatzes für den
Yang-Mills-Vakuumzustand das im Kapitel 3 gefundene Lösungsverhalten im infraroten Be-
reich und damit die Eigenschaften des Farbeinschlusses beeinflußt. Welches Infrarotverhalten
würde beispielsweise bei Verwendung des Ansatzes

Ψ[A⊥] = N exp

[

−1

2

∫

ddx

∫

ddx′A⊥a
i (x)ω(x,x′)A⊥a

i (x′)

]

, (4.4)

2Dieser Potentialanstieg ist wegen der Ungleichung (2.99) mindestens linear.
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welcher am Gribov-Horizont endlich ist und damit eine völlig andere Wahrscheinlichkeitsver-
teilung der Feldkonfigurationen am Gribov-Horizont im Vergleich zu (4.3) besitzt, resultie-
ren?3 Um diese wichtige Fragestellung zu beantworten, gehen wir von einem verallgemeiner-
ten Ansatz für das Vakuumwellenfunktional aus, welcher insbesondere die beiden Ansätze
(4.3) und (4.4) als Spezialfall enthält. Basierend auf diesem allgemeineren Ansatz führen
wir zunächst die Berechnung und Minimierung der Vakuumenergie durch und diskutieren
anschließend sowohl das nicht-perturbative Verhalten der Theorie als auch das Wellenfunk-
tional im infraroten Bereich.

Diese Untersuchungen innerhalb des vorliegenden Kapitels 4 basieren auf der Arbeit [54].

4.2 Vakuumansatz

Für die Untersuchung der in der Einleitung 4.1 diskutierten Fragestellung verwenden wir als
Ansatz für den Vakuumzustand der Yang-Mills-Theorie das verallgemeinerte Wellenfunktio-
nal

Ψ[A⊥] = J −α[A⊥]φ[A⊥] , (4.5)

welches insbesondere die beiden Ansätze (4.3) und (4.4) als Spezialfall beinhaltet. Dabei
repräsentieren

J [A⊥] =
det
(

−∂iD̂i(A
⊥)
)

det(−∂2)
(4.6)

die auf J [A⊥ = 0] = 1 normierte Faddeev-Popov-Determinante, und

φ[A⊥] = N exp(−S[A⊥])

S[A⊥] =
1

2

∫

d3x

∫

d3x′A⊥a
i (x)ωab

ij (x,x′)A⊥b
j (x′) (4.7)

den Gaußschen Anteil des Wellenfunktionals (4.5). Die darin enthaltene Normierungskon-
stante

N (α, ω] =





∫

Λ

DA⊥J [A⊥]1−2α exp(−2S[A⊥])





− 1
2

(4.8)

garantiert 〈Ψ|Ψ〉 = 1 und ist prinzipiell von den beiden Variationsparametern ω und α
abhängig.

Für die Potenz α der Faddeev-Popov-Determinante im verallgemeinerten Wellenfunk-
tional (4.5) kommt grundsätzlich jeder reelle Wert in Frage, solange das Wellenfunktional
dabei auf 〈Ψ | Ψ〉 = 1 normierbar bleibt. Durch diese allgemeine Potenz der Faddeev-Popov-
Determinante enthält der vorliegende Ansatz (4.5) verschiedene Wellenfunktionale, welche
eine höchst unterschiedliche Gewichtung der Feldkonfigurationen am Gribov-Horizont bein-
halten, die wiederum für die nicht-perturbativen Eigenschaften der Theorie entscheidend sind.
Beispielsweise besitzt das für die Variationsbehandlung im Kapitel 3 zugrundeliegende Wel-
lenfunktional (3.34) mit α = 1

2 im Vergleich zu einem Wellenfunktional mit α = 0 eine völlig

3Ein solcher Ansatz wurde in [21] untersucht.
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andere Wahrscheinlichkeitsamplitude für die Feldkonfigurationen am Gribov-Horizont. Auf-
grund dessen ist der Ansatz (4.5) für das Vakuumwellenfunktional sehr gut dafür geeignet, die
Fragestellung zu untersuchen, inwieweit eine unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Feldkonfigurationen am Gribov-Horizont Einfluß auf das nicht-perturbative Verhalten der
Yang-Mills-Theorie und damit insbesondere auf den Farbeinschluß hat.

Bezug nehmend auf (3.13) ist das Skalarprodukt zwischen zwei Zuständen Ψ und Φ im
Raum der transversalen Eichfelder A⊥ durch

〈Ψ | Φ〉 =

∫

Λ

DA⊥J [A⊥]Ψ∗[A⊥]Φ[A⊥] (4.9)

definiert, wobei die Pfadintegration prinzipiell auf die FMR (siehe Abb. 4.1) beschränkt ist.
Die Faddeev-Popov-Determinante in (4.9) repräsentiert das nichttriviale Integrationsmaß des
gekrümmten, transversalen Konfigurationsraumes. Dementsprechend ist die Vakuumenergie

E(α, ω] = 〈Ψ |H|Ψ〉 =

∫

Λ

DA⊥J [A⊥]Ψ∗[A⊥]HΨ[A⊥] (4.10)

ein Funktional der beiden Variationsparameter α und ω, welche durch die Minimierung dieser
Energie bestimmt werden.

4.3 Minimierung der Vakuumenergie

Die Minimierung der Vakuumenergie (4.10) erfordert die Erfüllung der beiden Bedingungen

δ〈H〉
δω

= 0 und
d〈H〉
dα

= 0, (4.11)

aus denen sich dann die Variationsparameter ω und α bestimmen. In dem hier vorliegenden
Abschnitt leiten wir einen Zusammenhang zwischen diesen beiden Minimierungsbedingungen
ab, welcher zu sehr interessanten und weitreichenden Folgerungen führen wird.

Die Variation der Vakuumenergie (4.10) nach der ω-Funktion, basierend auf dem allge-
meinen Wellenfunktional (4.5), führt auf

δ〈H〉
δω

=
2

N
δN
δω

〈H〉 −
〈{

H,
δS

δω

}〉

, (4.12)

wobei die geschweiften Klammern {, } den Antikommutator bezeichnen. Für die Funktional-
ableitung des Normierungsfaktors N (4.8) nach ω ergibt sich der Ausdruck

δN
δω

= N
〈
δS

δω

〉

, (4.13)

und zusammen mit (4.12) erhalten wir dann für die Bestimmungsgleichung der ω-Funktion
die Gleichung

δ〈H〉
δω

= 2 〈H〉
〈
δS

δω

〉

−
〈{

H,
δS

δω

}〉

= 0 . (4.14)
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Für die zweite Minimierungsbedingung in (4.11), also die Ableitung der Vakuumenergie (4.10)
nach der Faddeev-Popov-Potenz α, finden wir

d〈H〉
dα

=
2

N
dN
dα

〈H〉 −
〈{

H, lnJ [A⊥]
}〉

. (4.15)

Zusammen mit der Ableitung des Normierungsfaktors N (4.8) nach α

dN
dα

= N
〈

lnJ [A⊥]
〉

(4.16)

folgt daraus für die Bestimmungsgleichung der Faddeev-Popov-Potenz α

d〈H〉
dα

= 2 〈H〉
〈

lnJ [A⊥]
〉

−
〈{

H, lnJ [A⊥]
}〉

= 0 . (4.17)

Für die weitere Behandlung der beiden Variationsableitungen (4.14) und (4.17) betrachten
wir zunächst den Logarithmus der Faddeev-Popov-Determinante lnJ [A⊥] und untersuchen
dabei eine Reihenentwicklung nach dem Eichpotential A⊥ um den Punkt A⊥ = 0. Da aus
der Definition (4.6) unmittelbar

lnJ [A⊥]
∣
∣
∣
A⊥=0

= 0 (4.18)

folgt, verschwindet das erste Glied dieser Entwicklung. Die Funktionalableitung von lnJ [A⊥]
nach dem Eichpotential A⊥ wurde bereits im Kapitel 3 berechnet4 (siehe (3.78))

δ lnJ
δA⊥a

k (x)
= −Tr

(

GΓ0,a
k (x)

)

. (4.19)

Dabei bezeichnet G = (−∂iD̂i(A
⊥))−1 den inversen Faddeev-Popov-Operator und Γ0,a

k (x) =
δG−1/δA⊥a

k (x) den nackten Geist-Gluon-Vertex (3.55). Da für A⊥ = 0 der inverse Faddeev-

Popov-Operator G(A⊥ = 0) = (−∂2)−1 diagonal im Farbraum ist und andererseits Γ0,a
k (x) ∼

T̂ a proportional zum adjungierten Generator T̂ a ist, verschwindet in der Gl. (4.19) die Spur
im Farbraum und somit auch die Funktionalableitung am Punkt A⊥ = 0

δ lnJ
δA⊥a

k (x)

∣
∣
∣
∣
A⊥=0

= 0. (4.20)

Aufgrund der beiden Relationen (4.18) und (4.20) läßt sich lnJ [A⊥] in exakter Weise, basie-
rend auf einem Funktional Cab

ij [A⊥](x,x′), in der Form

lnJ [A⊥] =

∫

d3xd3x′Cab
ij [A⊥](x,x′)A⊥a

i (x)A⊥b
j (x′) (4.21)

darstellen. Der Erwartungswert
〈

lnJ [A⊥]
〉

=
〈
Tr
(
lnG−1 − ln(−∂2)

)〉
(4.22)

besteht innerhalb einer diagrammatischen Entwicklung aus geschlossenen Geistschleifen, von
denen eine gerade Anzahl von Gluonlinien ein- bzw. auslaufen, die ihrerseits über den Gluon-
propagator 〈A⊥A⊥〉 miteinander kontrahiert sind. In der vorliegenden Arbeit verwenden wir

4Diese Spurbildung umfaßt sowohl den Farb- als auch den Lorentzraum.
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die bereits im Abschnitt 3.2.3 beschriebene
”
rainbow ladder“-Näherung, welche die Ersetzung

des vollen Geist-Gluon-Vertex Γ durch den nackten Vertex Γ0 beinhaltet. Innerhalb dieser
Näherung und im Rahmen einer Schleifenentwicklung nach dem vollen Geistpropagator ist
der führende Term von 〈lnJ [A⊥]〉 (4.22) durch das in Abb. 4.2 (a) dargestellte Zweischlei-
fendiagramm gegeben, welches lediglich einen einzelnen Gluonpropagator enthält.

(a)                                                           (b)

Abbildung 4.2: Die Terme in führender Ordnung innerhalb einer Entwicklung nach dem vollen
Geistpropagator für (a) 〈lnJ [A⊥]〉 (4.22) und (b) die Krümmung χ (4.24).

Diese Behandlung von 〈lnJ [A⊥]〉 ist konsistent mit der Beschränkung auf das Zweischlei-
fenniveau bei der Berechnung der Vakuumenergie im Abschnitt 3.3. Deshalb ist der führende
Term des Erwartungswertes von lnJ [A⊥] (4.22) innerhalb einer Schleifenentwicklung nach
dem vollen Geistpropagator durch

〈

lnJ [A⊥]
〉

≃
∫

d3xd3x′
〈

Cab
ij [A⊥](x,x′)

〉〈

A⊥a
i (x)A⊥b

j (x′)
〉

(4.23)

bestimmt. Die konkrete Berechnung der Vakuumenergie bei Beschränkung auf das Zwei-

schleifenniveau (vgl. Abschnitt 4.5) zeigt, daß Terme der Form
〈

δC
δA⊥A

⊥〉 und
〈

δ2C
δA⊥δA⊥

〉

zu

Energiebeiträgen führen, welche über das Zweischleifenniveau hinausgehen und daher ver-
nachlässigt werden können. Mit dieser Näherung erhalten wir aus der Gl. (4.21) einen Zu-
sammenhang zwischen dem Funktional Cab

ij [A⊥](x,x′) und dem analog zu (3.81) definierten

Krümmungstensor5

χab
ij (x,x′) ≡ −1

2

〈

δ2 lnJ
δA⊥a

i (x)δA⊥b
j (x′)

〉

= −
〈

Cab
ij [A⊥](x,x′)

〉

. (4.24)

Die diagrammatische Struktur der Krümmung χ ist in der Abb. 4.2 (b) dargestellt und ent-
steht unmittelbar aus dem Diagramm in Abb. 4.2 (a) durch das Entfernen des Gluonpropa-
gators. Für die Behandlung im Rahmen der Zweischleifenordnung können wir das Funktional
C in (4.21) durch dessen Erwartungswert (−χ) ersetzen und erhalten damit

lnJ [A⊥] = −
∫

d3xd3x′χab
ij (x,x′)A⊥a

i (x)A⊥b
j (x′) . (4.25)

5Dabei ist jedoch zu beachten, daß sich im vorliegenden Fall die Definition des Krümmungstensors χab
ij (x,x′)

auf den allgemeineren Vakuumzustand (4.5) bezieht, wohingegen die Definition (3.81) auf dem Zustand (3.35)
basiert.
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Durch das Einsetzen dieser Relation (4.25) in die Gl. (4.17) finden wir für die Variationsglei-
chung bezüglich α

d〈H〉
dα

= −
∫

d3xd3x′χab
ij (x,x′)

[

2
〈

A⊥a
i (x)A⊥b

j (x′)
〉

〈H〉 −
〈{

A⊥a
i (x)A⊥b

j (x′), H
}〉]

.

(4.26)

Andererseits folgt basierend auf dem Ansatz (4.5) bzw. (4.7) für das Wellenfunktional die
Relation

δS

δωab
ij (x,x′)

=
1

2
A⊥a

i (x)A⊥b
j (x′) , (4.27)

welche zusammen mit der Gl. (4.14) auf die folgende Form der Variationsgleichung führt

2
δ〈H〉

δωab
ij (x,x′)

= 2
〈

A⊥a
i (x)A⊥b

j (x′)
〉

〈H〉 −
〈{

A⊥a
i (x)A⊥b

j (x′), H
}〉

. (4.28)

Durch die Kombination der beiden Gl. (4.26) und (4.28) erhalten wir dann den grundlegenden
Zusammenhang

d〈H〉
dα

= −2

∫

d3xd3x′χab
ij (x,x′)

δ〈H〉
δωab

ij (x,x′)
(4.29)

zwischen den beiden Variationen d〈H〉
dα und δ〈H〉

δω der Vakuumenergie. Damit sind insbesonde-
re die beiden Minimierungsbedingungen (4.11) nicht unabhängig voneinander. Wird also die

Stationaritätsbedingung δ〈H〉
δω = 0 erfüllt, dann ist aufgrund dieser Relation (4.29) automa-

tisch die Minimierungsbedingung der Faddeev-Popov-Potenz d〈H〉
dα = 0 ebenfalls realisiert. An

dieser Stelle ist darauf hinzuweisen, daß der Zusammenhang (4.29) zwischen d〈H〉
dα und δ〈H〉

δω
im Rahmen der Zweischleifenordnung bezüglich der Vakuumenergie 〈H〉 in exakter Weise
gültig ist.

Die Relation (4.29) und die darauf basierenden Schlußfolgerungen lassen sich durch eine
explizite Berechnung der Vakuumenergie 〈H〉 unter Verwendung von (4.5) und (4.7) ebenfalls
ableiten. Wir werden deshalb in den beiden folgenden Abschnitten zunächst den Gluonpro-
pagator und anschließend die Vakuumenergie berechnen.

4.4 Gluonpropagator und Krümmung

Für die Berechnung verschiedener Erwartungswerte, insbesondere der Vakuumenergie 〈H〉 ist
es notwendig, Erwartungswerte des Eichfeldes A⊥ bezüglich des Wellenfunktionals (4.5) zu
berechnen. Durch die Benutzung eines geeigneten erzeugenden Funktionals der Form

Z[j] =

〈

Ψ

∣
∣
∣
∣
exp

[∫

d3xA⊥a
i (x)ja

i (x)

]∣
∣
∣
∣
Ψ

〉

= N 2

∫

DA⊥J [A⊥]1−2α exp

[

−2S[A⊥] +

∫

d3xA⊥a
i (x)ja

i (x)

]

(4.30)
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können die Erwartungswerte der Feldoperatoren A⊥ allgemein durch die Funktionalableitun-
gen des erzeugenden Funktionals Z nach der Quelle j berechnet werden

〈A⊥a1
i1

(x1) . . . A
⊥an

in
(xn)〉Ψ =

[

δnZ[j]

δja1
i1

(x1) . . . δj
an

in
(xn)

]

j=0

. (4.31)

Wie bereits im Kapitel 3 diskutiert, hängt die Variationsfunktion ωab
ij (x,x′) wegen der

Translations- und Rotationsinvarianz des Lorentzraumes lediglich vom Abstand |x − x′| ab.
Ferner gehen wir, Bezug nehmend auf die Isotropie des Farbraumes, der Einfachheit halber
von einer diagonalen Variationsfunktion

ωab
ij (x,x′) = δijδ

abω(x − x′) (4.32)

im Farbraum aus. Die quadratische Ergänzung im Exponenten von (4.30) und die anschlie-
ßende Variablentransformation A′ = A − σ im Pfadintegral führt dann auf die folgende
Darstellung des erzeugenden Funktionals

Z[j] = exp

[
1

4

∫

d3x

∫

d3x′ja
i (x)tij(x)ω−1(x − x′)ja

j (x′)

]

· N 2

∫

DA⊥J
[

A⊥ + σ⊥[j⊥]
]1−2α

exp

[

−
∫

d3x

∫

d3x′A⊥a
i (x)ω(x − x′)A⊥a

i (x′)

]

(4.33)

mit

σ⊥a
i (x) =

1

2

∫

d3x′ω−1(x − x′)j⊥a
i (x′). (4.34)

Dieses Funktional Z[j] besitzt innerhalb des verbleibenden Pfadintegrals im Argument der
Faddeev-Popov-Determinante eine komplizierte Abhängigkeit von der Quelle j. Für die Wahl
α = 1

2 , welche dem in Kapitel 3 benutzten Ansatz (3.35) zugrunde liegt, verschwindet diese
Abhängigkeit, und das erzeugende Funktional geht in die deutlich einfachere Form (3.42)
über.

Bevor wir mit Hilfe von (4.33) den Gluonpropagator 〈A⊥A⊥〉Ψ ≡ 〈Ψ|A⊥A⊥|Ψ〉 berechnen,
diskutieren wir zunächst den Erwartungswert eines einzelnen Feldoperators 〈A⊥〉Ψ basierend
auf dem Wellenfunktional (4.5). Unter Verwendung des erzeugenden Funktionals (4.33) finden
wir für 〈A⊥〉Ψ

〈A⊥a
i (x)〉Ψ =

[
δZ[j]

δja
i (x)

]

j=0

= (1 − 2α)

〈[
δ lnJ [A⊥ + σ⊥]

δja
i (x)

]

j=0

〉

Ψ

. (4.35)

Die Funktionalableitung von lnJ nach j läßt sich mit (4.34) in der Form

[
δ lnJ [A⊥ + σ⊥]

δja
i (x)

]

j=0

=
1

2

∫

d3x1ω
−1(x − x1)tin(x1)

[
δ lnJ [A⊥ + σ⊥]

δ(A⊥ + σ⊥)a
n(x1)

]

j=0

=
i

2

∫

d3x1ω
−1(x − x1)

(

Π⊥a
i (x1) lnJ [A⊥]

)

(4.36)
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darstellen. Mit dieser Relation und der Beziehung (3.27) folgt dann für 〈A⊥〉Ψ6

〈A⊥a
i (x)〉Ψ = −g

2
(1 − 2α)

∫

d3x1ω
−1(x − x1)tij(x1) tr

[

T̂ a
(

∂x2
j 〈G(x2,x1)〉Ψ

)

x2=x1

]

= 0. (4.37)

Da aufgrund der Translations- und Rotationsinvarianz des Lorentzraumes der Erwartungs-
wert GΨ(x2,x1) ≡ 〈G(x2,x1)〉Ψ = GΨ(|x2 − x1|) lediglich vom Abstand |x2 − x1| abhängt,
verschwindet in (4.37) der Ausdruck [∂x2

j 〈G(x2,x1)〉Ψ]x2=x1 und damit auch 〈A⊥a
i (x)〉Ψ.

Im folgenden untersuchen wir, basierend auf dem verallgemeinerten Wellenfunktional
(4.5), die Struktur des Gluonpropagators 〈A⊥A⊥〉Ψ. Durch zweimaliges Ableiten des erzeu-
genden Funktionals Z[j] (4.33) nach der Quelle j erhalten wir für den Gluonpropagator den
Ausdruck

〈A⊥a
i (x)A⊥b

j (x′)〉Ψ =
1

2
δabtij(x)ω−1(x − x′)

+ (1 − 2α)2

〈[

δ lnJ [A⊥ + σ⊥]

δja
i (x)

· δ lnJ [A⊥ + σ⊥]

δjb
j (x

′)

]

j=0

〉

Ψ

+ (1 − 2α)

〈[

δ2 lnJ [A⊥ + σ⊥]

δja
i (x)δjb

j (x
′)

]

j=0

〉

Ψ

. (4.38)

Unter Verwendung von Gl. (4.34) ergibt sich für die zweite Funktionalableitung von lnJ in
Gl. (4.38) der Zusammenhang

[

δ2 lnJ [A⊥ + σ⊥]

δja
i (x)δjb

j (x
′)

]

j=0

=
1

4

∫

d3x1

∫

d3x2

[
tin(x1)ω

−1(x1 − x)
] [
tjm(x2)ω

−1(x2 − x′)
]

· δ2 lnJ [A⊥]

δA⊥a
n (x1)δA⊥b

m (x2)
. (4.39)

Mit dieser Gleichung und der Relation (4.36) folgt dann für den Gluonpropagator

〈A⊥a
i (x)A⊥b

j (x′)〉Ψ =
1

2
δabtij(x)ω−1(x − x′)

+

∫

d3x1

∫

d3x2

[
tin(x1)ω

−1(x1 − x)
] [
tjm(x2)ω

−1(x2 − x′)
]

·
[(

α− 1

2

)2〈δ lnJ [A⊥]

δA⊥a
n (x1)

· δ lnJ [A⊥]

δA⊥b
m (x2)

〉

Ψ

− 1

2

(

α− 1

2

)〈
δ2 lnJ [A⊥]

δA⊥a
n (x1)δA⊥b

m (x2)

〉

Ψ

]

. (4.40)

Diese Darstellung des Gluonpropagators ist exakt und beinhaltet im Vergleich zu (3.45) im
zweiten Term komplizierte Erwartungswerte bezüglich lnJ , welche wir im folgenden disku-
tieren werden. Dazu definieren wir mit

〈A⊥a
i (x)A⊥b

j (x′)〉Ψ =
1

2
δabtij(x)Ω−1(x − x′) (4.41)

6Die Spur tr bezieht sich lediglich auf den Farbraum.
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eine skalare Funktion Ω, welche in derselben Weise wie ω in (3.45) den Gluonpropagator cha-
rakterisiert.7 Für die Berechnung der Erwartungswerte in Gl. (4.40) nähern wir den Erwar-
tungswert 〈A⊥ . . . A⊥〉Ψ einer beliebigen Potenz in A⊥ durch die Summe über alle möglichen
Permutationen von Zweierkorrelationen 〈A⊥A⊥〉Ψ an. Wir zeigen am Ende dieses Abschnitts,
daß diese Näherung innerhalb der Einschleifennäherung in den Variationsgleichungen (4.11)
(bzw. die Zweischleifennäherung in der Energie) tatsächlich gerechtfertigt ist. Damit können
wir verschiedene Berechnungsergebnisse aus dem Kapitel 3 übernehmen, indem wir dort ω
durch Ω ersetzen.

Der zweite Erwartungswert
〈

δ2 lnJ
δA⊥δA⊥

〉

in (4.40) ist im wesentlichen durch den in (4.24)

bzw. (3.81) definierten Krümmungstensor χab
ij gegeben. Zwischen der analog zu (3.83) defi-

nierten skalaren Krümmung und dem Krümmungstensor χab
ij gilt in der Ortsdarstellung der

Zusammenhang

tin (x)χab
nj (x) = δabtij (x)χ (x) , (4.42)

welcher unmittelbar auf dem Ergebnis (3.87) basiert. Der erste Erwartungswert
〈

δ lnJ
δA⊥

δ lnJ
δA⊥

〉

in (4.40) wurde bereits im Abschnitt 3.3 berechnet. Insbesondere folgt aus der Relation (3.100)
die Beziehung
〈(

1

2
tin(x1)

δ lnJ [A⊥]

δA⊥a
n (x1)

)

·
(

1

2
tjm(x2)

δ lnJ [A⊥]

δA⊥b
m (x2)

)〉

Ψ

=

1

2
δab

∫

d3x3

∫

d3x4χ(x1 − x3)tij(x3) · Ω−1(x3 − x4)χ(x4 − x2) . (4.43)

Mit der Definition des Krümmungstensors (4.24) und unter Verwendung der beiden Rela-
tionen (4.42) und (4.43) erhalten wir für die in (4.41) definierte skalare Funktion Ω−1 des
Gluonpropagators den folgenden Ausdruck

Ω−1(x − x′) = ω−1(x − x′)

+ 4

(

α− 1

2

)2 ∫

d3x1

∫

d3x2

∫

d3x3

∫

d3x4ω
−1(x − x1)χ(x1 − x2)

· Ω−1(x2 − x3)χ(x3 − x4)ω
−1(x4 − x′)

+ 2

(

α− 1

2

)∫

d3x1

∫

d3x2ω
−1(x − x1)χ(x1 − x2)ω

−1(x2 − x′). (4.44)

Der hier vorliegende Zusammenhang des Gluonpropagators Ω−1 mit der Variationsfunktion ω
und der skalaren Krümmung χ besitzt in der Impulsdarstellung

Ω(x − x′) =

∫
d3k

(2π)3
Ω(k) eik(x−x′) (4.45)

7Aufgrund der Translations- und Rotationsinvarianz im Lorentzraum hängt der Gluonpropagator lediglich
vom Abstand |x − x′| ab und kann demzufolge basierend auf der exakten Darstellung (4.40) durch

〈A⊥a
i (x)A⊥b

j (x′)〉Ψ = tin(x)tjm(x′)Sab
nm(x − x

′)

= tin(x)tjm(x)Sab
nm(x − x

′)

ausgedrückt werden. Die Matrix Sab
nm ist bezüglich der Farb- und Lorentzindizes symmetrisch, d. h. es gilt

Sab
nm(x − x′) = Sba

mn(x − x′), und kann deshalb in diesen Räumen diagonalisiert werden. Da nun durch den
Ansatz (4.32) weder die Farbe noch eine Raumrichtung ausgezeichnet wird, hat Sab

nm die Struktur Sab
nm(x−x′) =

δnmδ
abS(x − x′). Damit besitzt der Gluonpropagator genau die in (4.41) dargestellte Form.
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eine besonders einfache Form

Ω(k) = ω(k) − (2α− 1)χ(k). (4.46)

Dabei ist die skalare Krümmung χ(k) analog zu (3.88) durch

χ(k) =
NC

4

∫
d3q

(2π)3

(

1 − (k̂q̂)2
) d(k − q)d(q)

(k − q)2
(4.47)

gegeben und hängt lediglich vom Geistformfaktor d(k) ab. Dieser Formfaktor d(k) ist in-
nerhalb der

”
rainbow ladder“-Näherung durch die im Kapitel 3 abgeleitete Integralgleichung

(3.69) bestimmt, wobei für das hier vorliegende Wellenfunktional (4.5) die Variationsfunkti-
on ω durch die Gluonenergie Ω ersetzt werden muß. Für die spezielle Wahl von α = 1

2 stimmt
die Gluonenergie Ω(k) (4.46) mit der Variationsfunktion ω(k) überein.

Im folgenden diskutieren wir die Struktur der beiden Erwartungswerte 〈A⊥A⊥A⊥〉Ψ und
〈A⊥A⊥A⊥A⊥〉Ψ, um die oben verwendete Faktorisierung für Erwartungswerte der Form
〈A⊥ . . . A⊥〉Ψ in die Summe über alle möglichen Permutationen von Zweierkorrelationen
〈A⊥A⊥〉Ψ im Rahmen der Einschleifennäherung bezüglich der Variationsgleichungen (4.11)
zu rechtfertigen. Die Dreipunktkorrelationsfunktion wird unter Verwendung des erzeugenden
Funktionals (4.33) berechnet und besitzt die strukturelle Form

〈A⊥A⊥A⊥〉Ψ =

− 3(2α− 1)

(
1

2
ω−1

)〈[
δ lnJ
δj

]

j=0

〉

Ψ

− (2α− 1)3

〈[
δ lnJ
δj

· δ lnJ
δj

· δ lnJ
δj

]

j=0

〉

Ψ

+ 3(2α− 1)2

〈[
δ lnJ
δj

· δ
2 lnJ
δjδj

]

j=0

〉

Ψ

− (2α− 1)2

〈[
δ3 lnJ
δjδjδj

]

j=0

〉

Ψ

≃ 0. (4.48)

Der erste Term 〈[ δ lnJ
δj ]j=0〉Ψ enthält den Erwartungswert 〈A⊥〉Ψ und verschwindet aufgrund

der Relation (4.37). Der vierte Term in (4.48) wird vernachlässigt, da er zu Beiträgen führt,
welche in den Variationsgleichungen (4.11) über das Einschleifenniveau hinausgehen. Die
beiden restlichen Terme in (4.48) müssen aufgrund der Beschränkung auf das Eischleifenni-
veau faktorisiert werden. Dabei enthält jeder Term jeweils einen Faktor mit dem Ausdruck
〈[ δ lnJ

δj ]j=0〉Ψ, welcher unmittelbar mit 〈A⊥〉Ψ zusammenhängt und wiederum wegen (4.37)

keinen Beitrag liefert. Damit verschwindet der Erwartungswert 〈A⊥A⊥A⊥〉Ψ im Rahmen der
Einschleifennäherung.

Die Ableitung der Korrelationsfunktion 〈A⊥A⊥A⊥A⊥〉Ψ aus dem erzeugenden Funktional
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(4.33) führt auf die Form

〈A⊥A⊥A⊥A⊥〉Ψ =

+ 3

(
1

2
ω−1

)(
1

2
ω−1

)

+ 6(2α− 1)2
(

1

2
ω−1

)〈[
δ lnJ
δj

· δ lnJ
δj

]

j=0

〉

Ψ

− 6(2α− 1)

(
1

2
ω−1

)〈[
δ2 lnJ
δjδj

]

j=0

〉

Ψ

+ 3(2α− 1)2

〈[
δ2 lnJ
δjδj

· δ
2 lnJ
δjδj

]

j=0

〉

Ψ

− 6(2α− 1)3

〈[
δ lnJ
δj

· δ lnJ
δj

· δ
2 lnJ
δjδj

]

j=0

〉

Ψ

+ 4(2α− 1)2

〈[
δ lnJ
δj

· δ
3 lnJ
δjδjδj

]

j=0

〉

Ψ

+ (2α− 1)4

〈[
δ lnJ
δj

· δ lnJ
δj

· δ lnJ
δj

· δ lnJ
δj

]

j=0

〉

Ψ

− (2α− 1)

〈[
δ4 lnJ
δjδjδjδj

]

j=0

〉

Ψ

.

(4.49)

Wir nehmen nun wegen der Beschränkung auf das Einschleifenniveau in analoger Weise zu
(4.48) Faktorisierungen vor und berücksichtigen dabei, daß Erwartungswerte mit 〈[ δ lnJ

δj ]j=0〉Ψ
verschwinden und auch der Term 〈[ δ4 lnJ

δjδjδjδj ]j=0〉Ψ über das Einschleifenniveau hinausgeht. Mit
dieser Behandlung erhalten wir für die Vierpunktfunktion den folgenden Ausdruck

〈A⊥A⊥A⊥A⊥〉Ψ ≃

+ 3

(
1

2
ω−1

)(
1

2
ω−1

)

+ 6(2α− 1)2
(

1

2
ω−1

)〈[
δ lnJ
δj

· δ lnJ
δj

]

j=0

〉

Ψ

− 6(2α− 1)

(
1

2
ω−1

)〈[
δ2 lnJ
δjδj

]

j=0

〉

Ψ

+ 3(2α− 1)2

〈[
δ2 lnJ
δjδj

]

j=0

〉

Ψ

〈[
δ2 lnJ
δjδj

]

j=0

〉

Ψ

− 6(2α− 1)3

〈[
δ lnJ
δj

· δ lnJ
δj

]

j=0

〉

Ψ

〈[
δ2 lnJ
δjδj

]

j=0

〉

Ψ

+ 3(2α− 1)4

〈[
δ lnJ
δj

· δ lnJ
δj

]

j=0

〉

Ψ

〈[
δ lnJ
δj

· δ lnJ
δj

]

j=0

〉

Ψ

. (4.50)

Unter Verwendung der strukturellen Form (4.38) des Gluonpropagators

〈A⊥A⊥〉Ψ =

(
1

2
ω−1

)

+ (2α− 1)2

〈[
δ lnJ
δj

· δ lnJ
δj

]

j=0

〉

Ψ

− (2α− 1)

〈[
δ2 lnJ
δjδj

]

j=0

〉

Ψ

(4.51)

stellt sich damit die Vierpunktfunktion im Rahmen der Einschleifennäherung als Summe über
alle möglichen Permutationen von Zweierkorrelationen dar

〈A⊥
1 A

⊥
2 A

⊥
3 A

⊥
4 〉Ψ ≃ 〈A⊥

1 A
⊥
2 〉Ψ〈A⊥

3 A
⊥
4 〉Ψ + 〈A⊥

1 A
⊥
3 〉Ψ〈A⊥

2 A
⊥
4 〉Ψ + 〈A⊥

1 A
⊥
4 〉Ψ〈A⊥

2 A
⊥
3 〉Ψ. (4.52)

Eine entsprechende Untersuchung für höhere Korrelationsfunktionen 〈A⊥ . . . A⊥〉Ψ zeigt, daß
diese im Rahmen der diskutierten Schleifennäherung tatsächlich durch die Summe über al-
le möglichen Permutationen von Zweierkorrelationen 〈A⊥A⊥〉Ψ repräsentiert wird. Für die



KAPITEL 4. DAS WELLENFUNKTIONAL DES YANG-MILLS-VAKUUMS 119

Wahl von α = 1
2 , welche den Berechnungen in Kapitel 3 zugrunde liegt, gilt diese Faktori-

sierung in exakter Weise. Da die Faktorisierung für einen beliebigen Wert von α innerhalb
der Einschleifennäherung ebenfalls gültig ist, sind wir in der Lage, verschiedene Ergebnisse
aus dem Kapitel 3 zu übernehmen, indem wir dort ω durch Ω ersetzen. Insbesondere für die
Berechnung der Vakuumenergie im nächsten Abschnitt ist dies von großem Nutzen.

4.5 Vakuumenergie

In diesem Abschnitt berechnen wir die Energiedichte des Yang-Mills-Vakuums basierend auf
dem Wellenfunktional (4.5). Dabei setzt sich die Gesamtenergie des Vakuums

E = 〈H〉Ψ = Ek + Ep + Ec (4.53)

aus den bereits in (3.22), (3.23) und (3.24) definierten Energien zusammen. Für die konkrete
Berechnung dieser Energien bezüglich des hier vorliegenden Ansatzes für das Wellenfunktional
gehen wir basierend auf der Definition in (4.5) von der folgenden Form der kinetischen Energie

Ek =
1

2

∫

d3x

∫

DA⊥J [A⊥]1−2α
[

Π̃⊥a
i (x)φ[A⊥]

]∗ [
Π̃⊥a

i (x)φ[A⊥]
]

, (4.54)

der magnetischen Energie

Ep =
1

2

∫

d3x

∫

DA⊥ J [A⊥]1−2αφ[A⊥]∗Ba
i (x)2φ[A⊥] (4.55)

und der Coulombenergie

Ec = −g
2

2

∫

d3x

∫

d3x′
∫

DA⊥J [A⊥]1−2α
[

Π̃⊥c
i (x)φ[A⊥]

]∗
Â⊥ca

i (x)

· F ab(x,x′)Â⊥bd
j (x′)

[

Π̃⊥d
j (x′)φ[A⊥]

]

(4.56)

aus. Diese Relationen für die Energien sind zunächst noch exakt und gehen erst dann in eine
Näherung über, wenn wir für das Funktional φ[A⊥] den Gaußschen Ansatz (4.7) verwenden.
Der transformierte Impulsoperator Π̃⊥ ist im vorliegenden Fall durch

Π̃⊥a
i (x) = J α[A⊥]Π⊥a

i (x)J −α[A⊥] (4.57)

definiert und besitzt im Vergleich zu (3.28) die verallgemeinerte Darstellung

Π̃⊥a
i (x) = Π⊥a

i (x) +
g

i
α tij(x) tr

[

T̂ a
(
∂′jG(x′,x)

)

x′=x

]

, (4.58)

wobei G der inverse Faddeev-Popov-Operator (3.29) ist.

Für die konkrete Berechnung der Energien (4.54), (4.55) und (4.56) unter Benutzung des
Gaußschen Ansatzes (4.7) verwenden wir die im letzten Abschnitt 4.4 diskutierte, innerhalb
der zugrundeliegenden Einschleifennäherung gültige Darstellung höherer Korrelationsfunk-
tionen 〈A⊥ . . . A⊥〉Ψ durch eine Summe über alle möglichen Permutationen von Zweierkor-
relationen 〈A⊥A⊥〉Ψ. Unter Verwendung von (4.37), (4.46), (4.48) und (4.52) finden wir für
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die magnetische Energie (4.55) im Impulsraum das folgende Ergebnis

Ep =
N2

C − 1

2
δ(0)

∫

d3k
k2

Ω(k)

+
NC

(
N2

C − 1
)

16
g2δ(0)

∫
d3kd3k′

(2π)3
1

Ω(k)Ω(k′)

(

3 − (k̂k̂′)2
)

. (4.59)

Für die deutlich kompliziertere Berechnung der kinetischen Energie (4.54) und der Coulomb-
energie (4.56) wiederholen wir die im Abschnitt 3.3 dargestellten Umformungen und erhalten
dann im Impulsraum für die kinetische Energie

Ek =
N2

C − 1

2
δ(3)(0)

∫

d3k
[ω(k) − 2αχ(k)]2

Ω(k)
(4.60)

bzw. für die Coulombenergie

Ec =
NC(N2

C − 1)

16
δ(3)(0)

∫
d3kd3k′

(2π)3

(

1 + (k̂k̂′)2
) d(k − k′)2f(k − k′)

(k − k′)2

·

(

[ω(k) − 2αχ(k)] − [ω(k′) − 2αχ(k′)]
)2

Ω(k)Ω(k′)
. (4.61)

Dabei bezeichnet d(k) den in (3.66) definierten Geistformfaktor, welcher durch die Integral-
gleichung (3.69), in der ω durch Ω ersetzt werden muß, bestimmt ist. Analog dazu wird der
in (3.73) eingeführte Coulombformfaktor f(k) durch die Integralgleichung (3.76) berechnet,
in der ebenfalls ω durch Ω ersetzt werden muß.

Durch die Verwendung des Zusammenhangs (4.46) zwischen Ω und ω finden wir für die
kinetische Energie (4.60) und die Coulombenergie (4.61) die folgende Darstellung

Ek =
N2

C − 1

2
δ(3)(0)

∫

d3k
[Ω(k) − χ(k)]2

Ω(k)
(4.62)

Ec =
NC(N2

C − 1)

16
δ(3)(0)

∫
d3kd3k′

(2π)3

(

1 + (k̂k̂′)2
) d(k − k′)2f(k − k′)

(k − k′)2

·

(

[Ω(k) − χ(k)] − [Ω(k′) − χ(k′)]
)2

Ω(k)Ω(k′)
. (4.63)

Die Yang-Mills-Vakuumenergie 〈H〉, bestehend aus der kinetischen (4.62), der magneti-
schen (4.59) und der Coulombenergie (4.63), hängt nur noch über die Gluonenergie Ω(k) =
ω(k)− (2α−1)χ(k) von den beiden Variationsfunktionen α und ω(k) ab. Dies impliziert, daß

mit der Realisierung der Minimierungsbedingung δ〈H〉
δω = 0 automatisch auch die zweite Be-

dingung d〈H〉
dα erfüllt ist. Diese Konsequenz für die Minimierung der Vakuumenergie konnten

wir bereits aus der Relation (4.29) ableiten, welche einen direkten Zusammenhang zwischen
den beiden Minimierungsbedingungen herstellt. Da die Vakuumenergie 〈H〉 lediglich über die
Gluonenergie Ω(k) = ω(k) − (2α − 1)χ(k) von α und ω(k) abhängt, genügt es, die Energie
bezüglich Ω(k) zu minimieren. Die aus dieser Minimierung resultierende Integralgleichung
enthält innerhalb des Einschleifenniveaus wiederum nur die Gluonenergie Ω(k) und besitzt
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daher eine von α unabhängige Lösung.8 Damit ist das Infrarotverhalten des Gluonpropagators
〈A⊥A⊥〉Ψ (4.41), als auch des Geist- und Coulombformfaktors und der skalaren Krümmung,
unabhängig von der Potenz α der Faddeev-Popov-Determinante im vorliegenden Ansatz (4.5)
für das Yang-Mills-Vakuum. Insofern führen Variationsansätze für das Vakuum, welche sich
insbesondere in ihrer Wahrscheinlichkeitsamplitude am Gribov-Horizont deutlich unterschei-
den, nach der Variationsbehandlung zum selben Infrarotverhalten der Theorie Daher ist die
für die Untersuchungen im Kapitel 3 zugrundeliegende Wahl von α = 1

2 gerechtfertigt. Ferner
stimmt für diese Wahl von α die Gluonenergie Ω(k) mit der Variationsfunktion ω(k) überein,
und die Darstellung höherer Korrelationsfunktionen 〈A⊥...A⊥〉Ψ durch die Summe über alle
Permutationen von Zweierkorrelationen 〈A⊥A⊥〉Ψ ist exakt gültig.

4.6 Yang-Mills-Wellenfunktional im Infraroten

Mit der Relation (4.25), die im Rahmen der Zweischleifenordnung bezüglich der Energie gültig
ist, erhalten wir für das Wellenfunktional (4.5) des Yang-Mills-Vakuums die Darstellung

Ψ[A⊥] = N exp

[

−α lnJ − 1

2

∫

d3x

∫

d3x′A⊥a
i (x)ω(x − x′)A⊥a

i (x′)

]

= N exp

[

−1

2

∫

d3x

∫

d3x′A⊥a
i (x)

(
Ω(x − x′) − χ(x − x′)

)
A⊥a

i (x′)

]

(4.64)

mit

Ω(x − x′) = ω(x − x′) − (2α− 1)χ(x − x′). (4.65)

Die aus der Minimierungsbedingung δ〈H〉
δω = 0 resultierende Lösung für die Gluonenergie Ω(k)

besitzt im infraroten Grenzfall das Verhalten

Ω(k → 0) = χ(k → 0) bzw. ω(k → 0) = 2αχ(k → 0), (4.66)

welches eine Verallgemeinerung des bereits im Kapitel 3 gefundenen Infrarotverhaltens (3.162)
ω(k → 0) = χ(k → 0) für die Wahl α = 1

2 darstellt. Dieses Verhalten bleibt unabhängig von
der Implementierung völlig unterschiedlicher Renormierungsbedingungen gültig, solange die
skalare Krümmung χ(k) im Infraroten divergent ist. Da die Faddeev-Popov-Determinante J
am Gribov-Horizont, welcher die für das Infrarotverhalten der Theorie verantwortlichen Eich-
freiheitsgrade enthält, verschwindet und damit lnJ divergiert, muß aufgrund der Relation
(4.25) die Krümmung χ in der Tat im Infraroten divergent sein.

Das hier vorliegende Infrarotverhalten (4.66) basiert in entscheidender Weise auf der
vollständigen Implementierung der durch χab

ij repräsentierten Krümmungsterme, welche in
der kinetischen Energie (4.54) und insbesondere in der Coulombenergie (4.56) enthalten sind.
Während für von Null verschiedene Faddeev-Popov-Potenzen α 6= 0 (beispielsweise α = 1

2)
die Variationsfunktion ω(k) stets ein divergentes Verhalten im Infraroten besitzt, kann für
den Wert α = 0 eine infrarot endliche Funktion ω(k) realisiert sein. Völlig unabhängig von
der speziellen Wahl von α wird der Gluonpropagator Ω−1(k) im nicht-perturbativen Bereich
vollständig durch die Krümmung χ(k) im Konfigurationsraum bestimmt und verschwindet
demzufolge im infraroten Bereich aufgrund der Divergenz von χ(k).

8Sowohl der Geistformfaktor d(k) als auch die skalare Krümmung χ(k) und der Coulombformfaktor f(k)
enthalten ihrerseits lediglich über die Gluonenergie Ω(k) die beiden Minimierungsparameter α und ω(k).
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Mit der Relation (4.66) besitzt das Yang-Mills-Vakuumwellenfunktional, abgesehen von
dem Normierungsfaktor, im Infraroten die Form

Ψ[A⊥] = 1, (4.67)

welche der Einfachheit halber der Untersuchung in [52] zugrunde liegt. Durch die hier vorlie-
gende Untersuchung ist damit gezeigt, daß im Rahmen der Zweischleifenordnung bezüglich
der Energie durch Ψ[A⊥] = 1 das korrekte Wellenfunktional im infraroten Bereich der Theorie
dargestellt wird. Diese Form (4.67) des Wellenfunktionals repräsentiert ein Vakuum, in dem
sich Eichfreiheitsgrade an verschiedenen Orten x, x′ für große Abstände |x− x′| → ∞ völlig
unkorreliert zueinander verhalten. Allerdings befinden sich die Eichfelder in einem gekrümm-
ten Konfigurationsraum, welcher durch das Auftreten der Faddeev-Popov-Determinante J
im Maß des Pfadintegrals zum Ausdruck kommt. Unter Verwendung des Wellenfunktionals
(4.67) im Infraroten und der Relation (4.25) finden wir für den infraroten Grenzfall eines
Erwartungswertes 〈O[A⊥]〉 die folgende Darstellung mit einem durch die Krümmung χ do-
minierten

”
Gaußschen Ensemble“

〈O[A⊥]〉 =

∫

DA⊥J [A⊥]O[A⊥]

=

∫

DA⊥O[A⊥] exp

[

−
∫

d3x

∫

d3x′A⊥a
i (x)χ(x − x′)A⊥a

i (x′)

]

(4.68)

und erhalten insbesondere für den Gluonpropagator

〈

A⊥(x)A⊥(x′)
〉∣
∣
∣
|x−x′|→∞

∼ χ−1(|x − x′|) , (4.69)

in Übereinstimmung mit dem infraroten Verhalten (4.66). Das Infrarotverhalten der Theo-
rie wird somit ausschließlich von der Krümmung im Konfigurationsraum bestimmt und nicht
durch die Variationsfunktion ω im Gaußschen Ansatz (4.7). Die analytische Untersuchung der
Krümmung χ(k) im Rahmen der Winkelnäherung (siehe Abschnitt 3.5.1 bzw. 3.6.2) führte
auf das Infrarotverhalten χ(k → 0) ∼ 1/k (3.163), (3.259) und damit wegen der Relation
(4.69) auf einen im Infraroten verschwindenden Gluonpropagator. Da der Gluonpropagator
aus physikalischer Sicht, bis auf einen Faktor 2, mit der inversen Gluonenergie übereinstimmt,
verursacht der verschwindende Gluonpropagator eine unendlich hohe Gluonenergie im infra-
roten Bereich und bewirkt damit die Unterdrückung infraroter Gluonen. Dies ist ein starker
Hinweis auf den Farbeinschluß der Gluonen im Yang-Mills-Vakuum.

Der Erwartungswert des Coulompropagators (3.12)

V ab(x − y) =

〈[(

−∂iD̂i(A
⊥)
)−1

(−∆)
(

−∂jD̂j(A
⊥)
)−1

]ab

xy

〉

Ψ

(4.70)

repräsentiert das Potential zwischen zwei statischen Farbladungen. Im Rahmen der auf der
Winkelnäherung basierenden analytischen Untersuchungen in den Abschnitten 3.5.1 und 3.6.2
fanden wir für das Infrarotverhalten dieses nicht-abelschen Potentials V (k) ∼ 1/k4 in D =
3 + 1 und V (k) ∼ 1/k3 in D = 2 + 1 Dimensionen. Dieses Verhalten von V (k) führt für
große Abstände der statischen Farbladungen, jeweils für D = 3 + 1, 2 + 1, auf ein linear
ansteigendes Potential. Der damit bewirkte Farbeinschluß der statischen Farbladungen wird
durch das Infrarotverhalten des Faddeev-Popov-Propagators 〈(−∂iD̂i)

−1〉Ψ bestimmt.
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4.7 Yang-Mills-Theorie in D = 1 + 1

Die Yang-Mills-Theorie in D = 1+1 Dimensionen reduziert sich von einer Quantenfeldtheorie
in eine gewöhnliche Quantentheorie innerhalb eines gekrümmten Raumes und kann auf einem
Torus exakt gelöst werden. Die Implementierung der Coulombeichung ∂1A1(x1) = 0 führt auf
konstante Eichfelder A1(x1) = const., welche im Farbraum durch die Ausnutzung der globalen
Eichfreiheit U diagonalisiert werden können.

Wir definieren den verbleibenden quantenmechanischen Freiheitsgrad a durch

gLA1 ≡ gLAa
1

τa

2
= U

a

2
τ3U † , (4.71)

wobei L die räumliche Ausdehnung des Torus darstellt. Die Faddeev-Popov-Determinante ist
in D = 1 + 1 Dimensionen durch den expliziten Ausdruck

J (a) = sin2 a (4.72)

bestimmt [55]. Der Gribov-Horizont wird durch die Punkte a = nπ mit n ∈ Z repräsentiert,
und die FMR ist durch das Intervall [0, π] gegeben. Der Hamiltonoperator der Yang-Mills-
Theorie in 1 + 1 Dimensionen ist bezüglich der Koordinate a lediglich durch den kinetischen
Term

Hkin = −g
2L

8

1

sin2 a

d

da
sin2 a

d

da
(4.73)

bestimmt, da einerseits in einer Raumdimension kein magnetisches Feld existiert und an-
dererseits nur ein nichttrivialer Farbfreiheitsgrad in der Theorie verbleibt und daher keine
dynamische Gluonladung (−Âab

1 Π⊥a
1 = 0) auftritt. Dementsprechend verschwindet der Cou-

lombterm in (3.6) bei der Abwesenheit äußerer Farbladungen.
Unter Verwendung des Ansatzes

Ψk(a) =
1

√

J (a)
φk(a) =

1

sin a
φk(a) , (4.74)

welcher zu der Wahl von α = 1
2 in (4.5) korrespondiert, besitzt die stationäre Schrödinger-

gleichung HΨk = EkΨk die Form

−g
2L

8
φ′′k(a) =

(

Ek +
g2L

8

)

φk(a) . (4.75)

Die Lösung dieser Gleichung ist durch

φk(a) = sin(ka) , Ek =
g2L

8
(k2 − 1) (4.76)

gegeben [56]. Im Kontinuum-Limes L → ∞ verbleibt lediglich der Grundzustand k = 1
(E1 = 0), da alle angeregten Zustände k > 1 eine unendliche hohe Energie erhalten.

Basierend auf dem Ergebnis (4.76) nimmt das Wellenfunktional (4.74) des Grundzustan-
des k = 1 die Form

Ψk=1(a) = 1 (4.77)
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an und stimmt somit exakt mit dem Infrarot-Limes des Yang-Mills-Wellenfunktionals (4.67)
in D = 3 + 1 Dimensionen überein. Ferner verschwindet die radiale Wellenfunktion φk(a)
(4.76) auf dem Gribov-Horizont a = nπ mit n ∈ Z und kompensiert damit die ebenfalls am
Gribov-Horizont verschwindende Faddeev-Popov-Determinante J (a) (4.72). Da für die Wahl
von α = 1

2 die Variationsfunktion ω(k) eine Infrarotdivergenz besitzt, verschwindet auch in
D = 3+1 Dimensionen das radiale Wellenfunktional φ[A⊥] (4.7) im infraroten Grenzfall und
zeigt somit dasselbe Verhalten wie im hier vorliegenden D = 1 + 1 dimensionalen Fall.

4.8 Zusammenfassung

In dem hier vorliegenden Kapitel diskutierten wir die Variationslösung der Yang-Mills-
Schrödingergleichung in der Coulombeichung basierend auf einer Klasse von Wellenfunktiona-
len (4.5). Diese Klasse von Wellenfunktionalen besteht zum einen aus einem Gaußschen An-
satz und zum anderen aus einer beliebigen Potenz α der Faddeev-Popov-Determinante J . Da-
durch erhalten insbesondere diejenigen Eichkonfigurationen, welche auf dem Gribov-Horizont
liegen und damit das nicht-perturbative Verhalten der Theorie bestimmen, sehr unterschied-
liche Wahrscheinlichkeitsamplituden.

Das Ergebnis dieser Untersuchung zeigt, daß die stationäre Lösung der Schrödingerglei-
chung im Rahmen des Einschleifenniveaus in den Variationsgleichungen (4.11) (bzw. dem
Zweischleifenniveau in der Vakuumenergie) unabhängig von der Potenz α der Faddeev-Popov-
Determinante J ist. Damit ist auch der transversale Gluonpropagator (4.41), welcher durch

die selbstkonsistente Lösung Ω der Variationsgleichung δ〈H〉
δω = 0 bestimmt wird, unabhängig

von der Potenz α. Unterschiedliche Potenzen α der Faddeev-Popov-Determinante führen
zwar auf völlig unterschiedliche Variationsfunktionen ω, insbesondere im infraroten Bereich,
verändern jedoch weder die Form des Gluonpropagators Ω−1 noch den Formfaktor d des
Faddeev-Popov-Propagators, welcher im wesentlichen den linearen Anstieg im nicht-abelschen
Coulombpotential (4.1) verursacht.

Das Vakuumwellenfunktional (4.67) wird im infraroten Grenzfall unabhängig vom Eichfeld
A⊥ und beschreibt damit ein stochastisches Vakuum, in welchem die Farbfreiheitsgrade nicht
über große Entfernungen propagieren können. Diese Form des Wellenfunktionals im Infraroten
stimmt mit dem exakten Wellenfunktional in D = 1 + 1 Dimensionen überein.

Zusammenfassend läßt sich feststellen, daß das Infrarotverhalten der Yang-Mills-Theorie
in der Coulombeichung nahezu vollständig durch die Krümmung im Konfigurationsraum
bestimmt wird und somit relativ unempfindlich bezüglich der speziellen Wahl des Ansatzes
für das Vakuumwellenfunktional ist.



Kapitel 5

Schlußfolgerungen und Ausblick

In der vorliegenden Dissertation untersuchten wir die Vakuumstruktur der Yang-Mills-
Theorie in der Coulombeichung unter Verwendung des Schrödingerbilds. Die Motivation für
die Anwendung dieser Formulierung basiert im wesentlichen auf zwei zentralen Vorteilen:
Zum einen garantiert sie, im Vergleich zur ursprünglichen Formulierung in der Weyleichung,
durch die vollständige Eichfixierung automatisch die Implementierung des Gaußschen Ge-
setzes, also der Zwangsbedingung für physikalische Zustände. Zum anderen enthält der Ha-
miltonoperator in der Coulombeichung das nicht-abelsche Coulombpotential zwischen zwei
statischen Farbladungen und ermöglicht daher einen direkten Zugang für die Untersuchung
des Farbeinschlusses.

Ausgangspunkt für die Variationsbehandlung der funktionalen Yang-Mills-Schrödinger-
gleichung bildet ein physikalisch motivierter Ansatz für das Wellenfunktional des Vakuums.
Dieser Ansatz ist am Gribov-Horizont divergent und berücksichtigt damit die Tatsache, daß
die dominanten Infrarotfreiheitsgrade, wie etwa Zentrumswirbel, auf dem Gribov-Horizont
liegen. Die Minimierung der bis zur zweiten Schleifenordnung berechneten Vakuumenergie
führt auf ein nichtlineares, gekoppeltes System von Schwinger-Dyson-Integralgleichungen für
die Gluonenergie, den Geist- und Coulombformfaktor und die Krümmung im Konfigurations-
raum. Sowohl die analytische Untersuchung mit Hilfe der Winkelnäherung als auch die volle
numerische Lösung dieser gekoppelten Integralgleichungen zeigen im infraroten Sektor, also
dem nicht-perturbativen Bereich, eine divergente Gluonenergie. Dieses Ergebnis deutet auf
die Abwesenheit freier Gluonen bei kleinen Energien im physikalischen Spektrum und damit
auf den Farbeinschluß der Gluonen hin. Der Geistformfaktor zeigt im infraroten Grenzfall
ebenfalls ein divergentes Verhalten und erzeugt ein für große Abstände linear ansteigendes
statisches Quarkpotential. Wir finden dieses physikalische Verhalten, also den Farbeinschluß
der Gluonen und Quarks, sowohl im D = 2 + 1 als auch im D = 3 + 1 dimensionalen
Fall. Insbesondere zeigen unsere Untersuchungen, daß die vollständige Implementierung der
Krümmung des Konfigurationsraumes, welche durch den Faddeev-Popov-Operator zum Aus-
druck kommt, von zentraler Bedeutung für die Eigenschaften des Farbeinschlusses ist. Eine
Vernachlässigung dieser Krümmung in D = 3 + 1 Dimensionen führt zu einem völlig ande-
ren Infrarotverhalten und insbesondere zum Verlust des Farbeinschlusses der Gluonen und
Quarks. Im Vergleich dazu hat die Vernachlässigung der Krümmung in der D = 2+1 dimen-
sionalen Yang-Mills-Theorie noch weitreichendere Konsequenzen – denn ohne die Krümmung
im Konfigurationsraum existiert keine konsistente Lösung des gekoppelten Schwinger-Dyson-
Integralgleichungssystems.
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Aufgrund der großen Dimension des Konfigurationsraumes ist ein Großteil der Feld-
konfigurationen in unmittelbarer Nähe des Gribov-Horizontes lokalisiert. Da der Faddeev-
Popov-Operator für diese Konfigurationen nahezu verschwindende Eigenwerte besitzt, be-
wirken diese Eichfelder eine deutliche Verstärkung des Coulombpotentials und führen da-
mit zum Farbeinschluß der Quarks. In diesem Zusammenhang stellte sich die Frage, in
welcher Weise die Wahl des Ansatzes für den Yang-Mills-Vakuumzustand das Lösungsver-
halten im infraroten Bereich und damit die Eigenschaften des Farbeinschlusses beeinflußt.
Für die Untersuchung dieser Fragestellung benutzen wir für das Wellenfunktional einen im
Vergleich zu der bisherigen Variationsbehandlung deutlich verallgemeinerten Ansatz, welcher
eine beliebige Potenz der Faddeev-Popov-Determinante als zusätzlichen Variationsparameter
enthält. Dadurch beinhaltet dieser Ansatz eine höchst unterschiedliche Gewichtung der für die
nicht-perturbativen Eigenschaften der Theorie wesentlichen Feldkonfigurationen am Gribov-
Horizont. Eine gründliche Untersuchung mit diesem Ansatz zeigt, daß die Variationslösung
der stationären Schrödingergleichung innerhalb des Einschleifenniveaus in den Variationsglei-
chungen (bzw. Zweischleifenordnung in der Vakuumenergie) unabhängig von der Potenz der
Faddeev-Popov-Determinante ist. Damit verändern sich insbesondere im infraroten Bereich
weder der Gluon- noch der Geistpropagator, welcher den linearen Anstieg im nicht-abelschen
Coulombpotential verursacht. Die durchgeführte Variationsbehandlung führt auf ein eindeu-
tiges Infrarotverhalten des Vakuumwellenfunktionals und daher auf eine eindeutige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Feldkonfigurationen am Gribov-Horizont. In diesem infraroten
Grenzfall wird das Vakuumwellenfunktional unabhängig vom Eichfeld und beschreibt daher
ein stochastisches Vakuum, in welchem die Farbfreiheitsgrade nicht über große Entfernun-
gen propagieren können. Diese Form des Wellenfunktionals im Infraroten stimmt mit dem
exakten Wellenfunktional in D = 1 + 1 Dimensionen überein.

Die im Rahmen dieser Arbeit gefundenen Ergebnisse zum Yang-Mills-Vakuum können als
Ausgangspunkt für die weitere Untersuchung interessanter Fragestellungen dienen. Beispiels-
weise im Hinblick auf den Hochtemperaturgrenzfall der (3+1)-dimensionalen Theorie, welcher
einer (2 + 1)-dimensionalen Yang-Mills-Theorie zusammen mit einem Higgsfeld entspricht,
lassen sich die bereits vorhandenen Ergebnisse zur (2 + 1)-dimensionalen Yang-Mills-Theorie
verwenden. Eine weitere interessante Untersuchung liegt in der Berechnung der räumlichen
Wilsonschleife und der Frage, in welcher Weise sich das daraus ermittelte Quarkpotential von
dem hier diskutierten nicht-abelschen Coulombpotential unterscheidet. Ferner sollten in die
vorhandenen Entwicklungen dynamische Quarks implementiert werden, um eine Beschrei-
bung der physikalischen Hadronen, also der Mesonen und Baryonen, zu ermöglichen.

Die im Rahmen dieser Dissertation entwickelten mathematischen und numerischen Metho-
den lassen sich in effizienter Weise auch auf andere Bereiche der Physik, insbesondere der
Fluidtheorie und Aeroakustik, übertragen.

Beispielsweise kann die im Kapitel 3 diskutierte Entwicklung des Geistpropagators und
dessen Wechselwirkung mit dem Yang-Mills-Feld auf die nicht-perturbative Behandlung der
akustischen Strömungsschwankungen bei der Anwesenheit einer Hintergrund-Strömung an-
gewandt werden. Die konkrete Umsetzung dieser Entwicklung führt auf theoretische Modelle,
welche in effizienter Weise die Schallausbreitung innerhalb einer wirbelbehafteten Strömung
beschreiben.

Eine weitere interessante Anwendung im Hinblick auf die Aeroakustik basiert auf der ka-
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nonischen Formulierung der Fluidtheorie und der hierfür benutzten Clebsch-Parametrisierung
[57] des Geschwindigkeitsfeldes

v = ∇φ+ α∇β (5.1)

mit den Potentialen α, β und φ. Dabei repräsentieren die sogenannten Gauß-Potentiale α
und β aufgrund der Darstellung

∇× v = (∇α) × (∇β) (5.2)

den Wirbelanteil des Strömungsfeldes v(x). Die Untersuchung der kanonischen Bewegungs-
gleichungen dieser Wirbelpotentiale (α, β) ermöglicht das Studium einiger sehr interessanter
Fragestellungen. Durch die Diskussion stabiler Anregungen in den Potentialen (α, β) erhal-
ten wir neue Hinweise auf den Übergang einer laminaren Strömung in die turbulente Phase.
Andererseits zeigt die Zeitentwicklung der Potentiale α und β, ob akustische Fluktuationen
bei der Anwesenheit einer wirbelbehafteten Hintergrundströmung ebenfalls Wirbelstruktu-
ren ausbilden. Die mathematische Behandlung der Wirbelerzeugung mit Hilfe der Potentiale
α und β besitzt sehr enge Parallelen zu dem in Kapitel 2 diskutierten Gribov-Problem der
nicht-abelschen Quantenfeldtheorien.

Eine ausführliche Diskussion dieser Thematik würde den Rahmen dieser Arbeit sprengen
und wird daher an anderer Stelle dargelegt [58].
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Anhang A

Konventionen

A.1 Einheiten

In der vorliegenden Arbeit benutzen wir die natürlichen Einheiten

~ = c = 1. (A.1)

Mit der Wahl dieser Einheiten besitzt die Masse und der Impuls die Dimension der Energie,
wohingegen die Zeit und die Länge die Dimension einer inversen Energie erhalten. Insbeson-
dere gilt

1fm = 10−15m = (197.33MeV)−1. (A.2)

A.2 Minkowskiraum

Als ein pseudo-euklidischer Vektorraum in vier Dimensionen basiert der Minkowskiraum auf
dem metrischen Tensor

g = (gµν) = diag(1,−1,−1,−1) (A.3)

g−1 = (gµν) = g (A.4)

und beinhaltet die Vierervektoren xµ und xµ

xµ = (x0,x) , xµ = gµνx
ν = (x0,−x) (A.5)

mit dem Skalarprodukt

x · y = xµy
µ = x0y0 − x · y = x0y0 − xiyi. (A.6)

Dabei werden die Lorentzindizes, welche von 0 . . . 3 laufen, mit griechischen Buchstaben be-
zeichnet, wohingegen die lateinischen Indizes die gewöhnlichen Raumrichtungen repräsentie-
ren, welche von 1 . . . 3 laufen.

Im Gegensatz dazu ist die Bezeichnung der vier-dimensionalen Ableitung auf eine andere
Art definiert

∂µ =
∂

∂xµ
= (∂0,−∇) , ∂µ =

∂

∂xµ
= (∂0,∇), (A.7)

wobei ∇i = ∂
∂xi

gilt.
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A.3 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Im vorliegenden Abschnitt diskutieren wir einige relevante Gruppenkonventionen, wobei wir
uns auf die SU(NC)-Lie-Gruppen konzentrieren. Ein Gruppenelement U der SU(NC)-Lie-
Gruppe kann in der Form

U = eit
aφa

(A.8)

dargestellt werden. Dabei bezeichnen die Winkel φa die reellen Parameter des Gruppenele-
ments und ta die Generatoren der entsprechenden Lie-Algebra. Die Darstellung der Algebra
ist in Übereinstimmung mit der Darstellung der Gruppenelemente U zu wählen. Die hermi-
teschen Generatoren (ta)† = ta erfüllen die Kommutatorrelation

[ta, tb] = ifabctc, (A.9)

wobei fabc die total antisymmetrischen Strukturkonstanten repräsentieren. Die Generatoren
in der fundamentalen Darstellung sind auf den Faktor 1/2 normiert

tr
(

tatb
)

=
1

2
δab. (A.10)

In der adjungierten Darstellung sind die Generatoren durch

(T̂ a)bc = f bac (A.11)

definiert und erfüllen die Kommutatorrelation

[T̂ a, T̂ b] = fabcT̂ c. (A.12)

Generell werden Objekte der Lie-Algebra, welche sich in der adjungierten Darstellung befin-
den, mit einem Dach

”
ˆ “ dargestellt. Die Strukturkonstanten erfüllen die Jakobi-Identität

fabdf cde + f bcdfade + f cadf bde = 0 (A.13)

und sind auf

fabcfdbc = −tr(T̂ aT̂ d) = NCδ
ad (A.14)

normiert. Ferner gelten die nützlichen Gruppenrelationen

UtaU † = tbÛ ba (A.15)

U †taU = Ûabtb, (A.16)

wobei

Ûab =
(

e−T̂ cφc
)ab

= 2tr
(

taUtbU †
)

(A.17)

eine reelle und orthogonale Matrix darstellt. Des weiteren läßt sich zeigen, daß die Objekte
iU † ∂

∂φa
U und iU ∂

∂φa
U † innerhalb der Lie-Algebra liegen (siehe Abschnitt 2.6.1) und deshalb

in der Form

iU † ∂

∂φa
U =

(

−
∫ 1

0
dsÛab(s)

)

tb (A.18)

iU
∂

∂φa
U † = tb

(

−
∫ 1

0
dsÛ ba(s)

)

(A.19)
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mit der Matrix

Ûab(s) =
(

e−T̂ c(1−s)φc
)ab

(A.20)

dargestellt werden können.
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Anhang B

Numerische Methoden zur Lösung

der Schwinger-Dyson-

Integralgleichungen

Dieser Abschnitt beinhaltet eine kurze Beschreibung der numerischen Methoden zur Lösung
der gekoppelten Schwinger-Dyson-Integralgleichungen. Die in diesen nichtlinearen Integral-
gleichungen auftretenden dreidimensionalen Einschleifenintegrale besitzen in sphärischen Ko-
ordinaten allgemein die folgende Form

I(k) =

∫ Λ

d3q h(k,q)

=

∫ Λ

0
dqq2

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
dθ sin(θ) f(k, q, θ). (B.1)

Dabei bezeichnet k den äußeren Impuls, q den inneren Schleifenimpuls und θ den Winkel
zwischen diesen beiden Vektoren.

Diese Integrale hängen aufgrund der Translations- und Rotationsinvarianz lediglich vom
Betrag des äußeren Impulses k = |k| ab. Da der Integrand von ϕ unabhängig ist, kann diese
Winkelintegration analytisch ausgeführt werden und führt auf die Darstellung

I(k) = 2π

∫ Λ

0
dqq2W (k, q) (B.2)

mit dem verbleibenden Winkelintegral

W (k, q) =

∫ π

0
dθ sin(θ) f(k, q, θ). (B.3)

B.1 Winkelintegrale

Die Berechnung der Winkelintegrale W (k, q) (B.3) erfolgt mit Hilfe der Gauß-Legendre-
Quadratur

W (k, q) ≃
N∑

i=1

wi sin(θi) f(k, q, θi), (B.4)
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wobei wi die Gewichte und θi die Koordinatenstützstellen der Gauß-Legendre-Quadratur
bezeichnen. Bezüglich eines skalierten Integrationsintervalls [−1, 1] sind die Gewichte wi dieser
Quadratur durch

wi =
2

(1 − x2
i )[P

′
n(xi)]2

(B.5)

bestimmt [59]. Dabei bezeichnen Pn(x) die Legendrepolynome, welche mit Hilfe der Rodrigues-
Formel in der Form

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n (B.6)

dargestellt werden können. Für die praktische Anwendung erfolgt die Berechnung der Gewich-
te wi und der Integrationsstützstellen θi durch eine Standardroutine der

”
Numerical Recipes

Library“ [59].

B.2 Impulsintegrale

Nach der Berechnung des Winkelintegrals (B.3) sind wir in der Lage, das Impulsintegral (B.2)
zu bestimmen. Da die zu berechnenden Propagatoren, welche einen wesentlichen Einfluß auf
den Integranden haben, im infraroten Bereich ein divergentes Verhalten besitzen, ist darauf
zu achten, daß die Integration insbesondere bei kleinen Impulsen sehr genau ist. Um eine
möglichst hohe Genauigkeit durch eine große Stützstellenanzahl im infraroten Bereich zu
erhalten, führen wir deshalb für die Impulsintegration eine logarithmische Skala ein

x = ln q q = ex (B.7)

dx =
dq

q
dq = exdx (B.8)

und erhalten damit für das Impulsintegral den Ausdruck

I(k) = 2π

∫ Λ

ln ǫ
dx e3xW (k, ex). (B.9)

Strenggenommen wäre die untere Grenze des Integrals −∞. Da dies für praktische Berech-
nungen nicht möglich ist, müssen wir an dieser Stelle analog zum ultravioletten Bereich mit
einer unteren Grenze ln ǫ arbeiten. In diesem Zusammenhang ist darauf zu achten, daß sowohl
die obere Grenze lnΛ als auch die untere Grenze ln ǫ so groß bzw. klein sind, damit keine
Beeinflussung des Lösungsverhaltens auftritt.

Die Anwendung der bereits beschriebenen Gauß-Legendre-Quadratur auf das Impulsin-
tegral (B.9) gewährleistet zwar eine sehr gute Integration im infraroten Bereich, reicht aber
noch nicht aus, um insgesamt eine hohe Genauigkeit zu erzielen. Insbesondere dann, wenn sich
der Integrationsimpuls q = ex in der unmittelbaren Umgebung des äußeren Impulses k be-
findet, liefert der Integrand des Impulsintegrals sehr große Beiträge. Dabei kann es durchaus
vorkommen, daß der Integrand an der Stelle q = ex = k eine Singularität besitzt, obwohl das
Integral existiert. Sowohl für das physikalische Verhalten der Propagatoren als auch für ein
stabiles Konvergenzverhalten des gekoppelten Lösungsalgorithmus (siehe Abschnitt B.3) ist
eine genaue numerische Integration gerade in diesem Impulsbereich von zentraler Bedeutung.
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Um dies zu gewährleisten, teilen wir die Impulsintegration (B.9) in mehrere Integrationsbe-
reiche auf

I(k) = 2π

[
∫ ln(k−ǫ′)

ln ǫ
dx e3xW (k, ex) +

∫ ln k

ln(k−ǫ′)
dx e3xW (k, ex)

+

∫ ln(k+ǫ′)

ln k
dx e3xW (k, ex) +

∫ Λ

ln(k+ǫ′)
dx e3xW (k, ex)

]

, (B.10)

welche dynamisch jeweils an den Wert des äußeren Impulses k angepaßt sind. Die Einzelin-
tegrale in (B.10) werden dann jeweils mit der bereits diskutierten Gauß-Legendre-Quadratur
berechnet. Eine detaillierte Untersuchung zeigt, daß mit dieser Behandlung der Impulsinte-
gration eine sehr hohe Genauigkeit erzielt wird.

B.3 Gekoppelter Löser

Der Aufbau des Algorithmus zur Lösung der gekoppelten Schwinger-Dyson-Integralgleichungen
ist in der Abb. B.1 schematisch dargestellt. Als Ausgangspunkt für die Berechnung des Yang-
Mills-Vakuums benutzen wir eine geschätzte Gluonfunktion, also beispielsweise

ω(k) =
A

kα
+ k, (B.11)

welche insbesondere im ultravioletten Bereich das perturbative Verhalten ω(k) → k für
k → ∞ aufweist. Basierend auf dieser Gluonfunktion (B.11) wird zunächst die Geistglei-
chung (3.175) gelöst, indem wir mit der Startfunktion d(0)(k) = 1 in der bereits beschriebenen
Weise das Winkel- und Impulsintegral der Geistgleichung berechnen und dadurch eine neue
Geistfunktion erhalten. Diese Iteration der Geistgleichung (3.175) wird solange fortgesetzt,
bis die Abweichung zweier aufeinander folgender Iterationen d(n)(k) und d(n+1)(k) in der
lokalen Fehlerabschätzung

∣
∣
∣
∣
∣

d(n+1)(k) − d(n)(k)

d(n)(k)

∣
∣
∣
∣
∣
< δ ∀k (B.12)

unterhalb der Schranke δ liegt. Nachdem damit die Geistgleichung für einen bestimmten
Renormierungswert d(µ) gelöst ist, erfolgt die Überprüfung der Horizontbedingung

lim
k→0

1

d(k)
= 0. (B.13)

Da diese Bedingung normalerweise nicht auf Anhieb erfüllt ist, muß die Renormierungskon-
stante d(µ) solange angepaßt werden, bis sie der Horizontbedingung genügt und somit d(µ)
den kritischen Wert dkr annimmt.

Unter Verwendung dieser Geistlösung d(k), welche auf der Startfunktion (B.11) ba-
siert und die Horizontbedingung (B.13) erfüllt, berechnen wir dann das Krümmungsintegral
(3.178) und erhalten mit (3.176) die entsprechende Krümmungsfunktion χ(k).

Basierend auf der Gluonfunktion (B.11) und einer Startfunktion für den Coulombfaktor
f (0)(k) = 1 erfolgt die Berechnung des Winkel- und Impulsintegrals (3.179) des Coulomb-
formfaktors. Die Iteration der Coulombgleichung (3.177) verläuft dann völlig analog zu dem
bereits für den Geistformfaktor beschriebenen Lösungsschema.
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Abbildung B.1: Struktureller Aufbau des gekoppelten Lösers.
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Für die Berechnung der Winkel- und Impulsintegrale (3.182) der Gluongleichung benutzen
wir die Startfunktion (B.11) und die bereits berechneten Funktionen d(k), χ(k) und f(k). Die
Anwendung derselben Iterationsmethode wie bei der Geist- und Coulombfunktion ermöglicht
dann die Berechnung der neuen Gluonfunktion ω(k). Die Bewertung der Abweichung der
neuen Gluonlösung ω(k) von der Startfunktion (B.11) mit dem zu (B.12) entsprechenden
Kriterium entscheidet über einen erneuten Durchlauf der gesamten Operationen unter Ver-
wendung der neuen Gluonfunktion als Startfunktion. Diese globale Iteration wird solange
durchgeführt, bis das lokale Abbruchkriterium

∣
∣
∣
∣
∣

ω(i+1)(k) − ω(i)(k)

ω(i)(k)

∣
∣
∣
∣
∣
< δ ∀k (B.14)

erfüllt ist.
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[28] O. Schröder, PhD thesis, University of Tübingen
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Besonders bedanken möchte ich mich bei allen Kollegen der Arbeitsgruppe von Prof. Rein-
hardt und des Graduiertenkollegs für spannende Diskussionen, das freundschaftliche Arbeits-
klima und die vielen angenehmen Momente in Tübingen.
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liche Rahmen waren Grundlage für diese Arbeit. Daher gilt mein besonderer Dank dem
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